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近年来，由于自然科学和 工 程技术的迅速发展,特別是由于电 
子计算机的呰遍使用，使得线性代数得到 R 益广泛的应用，因而也 
就对综合大学和理工院校线性代数课的教学内容提出 r 越来越高 
的要求.通过线性代数课程的教学•除了让学生了解 一些基 本的线 
性代数计算问题之外，还应当进一步使他们对于线性代数的基础 
理论有较深的了解，以便融汇贯 通地运 用线性代数的工具去解决 
理论上和实践中遇到的各种问题. 

在我国综合大学和理工院校的高等数学课程中，线性代数一 
般安排在微枳分之后，因而学习线性代数时，学生已经有了一定程 
度的数学训练，但从教学实践中看.学生从微积分转到学习线性代 
数时，仍然感到比较困难.这其 中一个 主要的原因是线性代数中所 
研讨的〃维向量、矩阵、线性空间、线性变换，与学生在前面课程中 
已经熟悉的实数及其代数运疗差别很大，初学者往往感到难于理 
解.因此，一本较适用的线性代数教材，一方面应当具有足够的理 
论深度，以满足近代自然科学和工程技术的需要；另一方面，又应 
当尽可能由浅入深，使初学者感到入门并不难，从而提高深入掌握 
其基本理论和基本方法的信心. 

本书就是根据以上的认识编写的.既包括了与综合大学数学 
系线性代数课程相同的内容，在阐述上也保持了数学专业教材所 
应有的逻辑上的严 格性； 同时，又较多地照顾到非数学专业的学生 
和非数学专业工作者的特点，对于线性代数基本槪念的引入和基 
本命题的阐述尽可能详尽，由具体而抽象，力求使之通俗易慌，不 
使初学者望而生畏.在读者理解和掌握了线性代数的基本槪念和 
方法之后，再逐步加深内容，使达到必要的理论高度. 



本书共包含八章，其屮 带 * 号的章、节和段落是 属于选 讲的内 
容.如果教学计划中线性代数课时可达 60 学时左右（不包括习题 
课），预计可以讲完前七章的全部内容.如果仅有 50 学时左右，则 
可略去第七章和前六章中带 * 号的大部分节和段落.时如果仅有 
30 〜 40 学时，则達议讲授第一、二章全部，第三章§ 1 和 §2( 略去 
行列式性质的证明），第叫章§丨，§2以及子空间的概念，第五章 
§1，§2，§3，第六章§1,§2. 

本书删去了 X - 矩阵的理论.因为对于非数学专业的学生，它 
用处不大而又难于掌握，勉强讲授往往事倍功半.而对于数学专业 
的学生，这一部分内容又町以在将来的袖象代数课程中从更高的 
观点上得到简单明了的处理.因此，本书对矩阵的若当标准形只作 
了叙述而略去有关定理的证明.考虑到在实际工作中可能需要计 
算低阶矩阵的若当标准形，在第五章§ 4中添加了求二 、三 阶矩阵 
的若4标准形一段.此段内容仅供参考，可不作为教学内容. 

在本书中，定理按章编号，命题和例题按节编号.在行文中，当 
需要跨章引用前面的命题或定理时，就指明是第几章的命题或定 
理.如无说明，则所引用的均是该章的命题或 定理. 一个命题或定 
理证明完毕时，以“丨”号表示之. 

本书是以作者近年来在北京大学讲授线性代数时的讲稿为基 
础写成的.在编写过程中，得到 r 石孙同志的热情指导与帮助，他 
仔细地审阅了全书，提出了许多宝贵的修改意见，从而使本书的质 
屋：得以有很大的提高，作者在此向他表示衷心的感谢.本书中吸收 
了北京大学数学系几何代数教研室代数小组所编《高等代数》一书 
中的许多习题，在此一并致谢. 

由于作者水平的限制，书中不当和错误之处一定不少，诚恳地 
希望读者批评指正. 


编 者 

一九八一年元月于北京大学 
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第二版序言 


本15自一九八一年出版以来，在北京大学理科大多数系被作 
为“线性代数”课程的教材使用，已经整整十五年了 •在这期间，又 
由台湾高等教育出版社于一九八九年在台涪出版了繁体字版本 • 
现在我们根据十五年来教学实践的经验，对此书作了一次全面的 
修订，目的是使它更加符合教学实践的要求 • 

在这篇序言中，首先要向读者说明的是:线性代数的研究对象 
是什么?根据现代数学的观点，代数学的研究对象是各种代数系统 
及其相互关系，即这些代数系统之间的同态映射 •线 性代数是代数 
学中一个敁初等的分支，它研究一类最简单的代数系 统:线 性空间 
及其同态映射，即线性映射，特别是线性变换•对线性代数研究对 
象的这一观点，是统率本书总的指导思想 • 从开篇第一章到全书终 
了，所有材料都围绕这一线索组织起来，按照由具体到抽象，由特 
殊到一般的原则，依次展开•首先阐述具体的向最空间和矩阵的基 
础理论，在读者逐步适应了这些具体的研究对象之后，再过渡到抽 
象和一般性的线性空间、线性变换•我们希望读者充分注意全书这 
一总的指导思想,以便学习时处于主动的地位，不致被书中众多的 
定义、命题所迷惑. 

作为一本教材•特别是大学一 、二 年级基 础课的 教材，其理论 
的阐述，槪念的引入，要符合人的认识规律•代数学是一门较为抽 
象的 学科. 多年教学经验证明，不适应或不理解线性代数中一些抽 
象槪念，是学生学4中遇到的最大困难.如何根据教育学的基本原 
则，把线性代数中各种抽象概念阐述的通俗易懂，使缺乏抽象数学 
训练的低年级学生能较好地接受这些概念，是我们编写这本书时 
着重考虑的一个问题.在编写本书第一版时,我们已采取了 一系列 
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措施来帮助 学生克 服学习中的这个难点 . I •五年来的实践证明•这 
些措施是行之有效的.这次修订时•我们又做了一些努力•希望它 
能成为一本更加适用的线性代数教 科书. 

最后，我们要对为本书初版和第二版付出大墩辛勤劳动的北 
京大学出版社邱淑清和王明舟同志表示衷心的感谢. 

• 编 者 

一九九六年 十二月 
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第一章线性方程组 


弓 



读者在中学的课程中已经熟悉了有关二元一次方程组和三元 
一 次方程组的基本知识.本章的任务，是要对中学里学过的这些知 
识从理论上加以总结和提高. 

二元一次方程组的一般形式是 


[a x x + h x y = q ， 
十 h 2 y = c 2 . 


( 1 ) 


在解析几何中我们 e 经知 道：在 平面直角坐标系内，每个二元一次 
方程代表一条直线.由于这个原因，一次代数方程也称为线性方 
程.今后，我们将未知量的一次方程统称为线性方程(不管未知量 
的数目有多 少). 

读者已有的关于二元和三元线性方程组的知识大致有如下两 
个 方面： 

(1) 方程组的求解方法.在中学代数课程中已经 指出： 解二元 
和三元线性方程组的最基本的方法是消元法(代入消元法或加减 
消元法).例如，从二元线性方程组 （1) 中设法消去未知量 >得到 
未知量 x 的一个一元一次方程，解出这个一元一次方程得到: r 的 
值，再代回原方程组求未知量^的值.这个方法也适用于三元线性 
方程组，只是这时要想法消去两个未知量，才能得到一元一次方 
程. 


(2) 方程组解的状况的讨论 .'在 平面解析几何中，方程组 (1) 
的一组解代表两条直线的一个公共点.因此，不难看出，方程组 (1) 




的解可能出现下列三种情况 ：（ i ) 两直线相交，这时方程组有唯一 
解； （ ii ) 两直线平行而不重合，这时方程组 无解； （ Hi ) 两直线重 
合，这时方程组有无穷多组解.同样，因为在空间直角坐标系内，每 
个三元线性方程代表一个平面，所以，给定如下三元线性方程组 

a x x + b x y + c x z = d x , 

-< a 2 x + b t y + c 2 z — d z , (2) 

+ b^y + c 3 z = d ” 

则它的每一组解代表三个平面的一个公共点.利用几何直观不难 
看出，方程组 (2) 的解可能出现下列三种情况 ：（ i ) 三个平面相交 
于一点（例如三个坐标平面相交于坐标原点），这时方程组有唯一 
解; （ ii ) 若三个平面中有某两个平行而不重合，这时方程组无解； 
( iii ) 三个平面相交于一直线或三个平面互相重合，或两个平面重 
合，与第三个平面交于一条直线，这时方程组有无穷多组解. 

在自然科学和工程技术中，常常需要处理几十、几百甚至成千 
上万个未知量的线性方程组，这就要求我们把关于二元和三元线 
性方程组的上述两个方面的知识推广到有〃个未知量的线性方程 
组上去.在这一章里，我们就要求解决这个 问题. 具体地说，我们将 
要对;2个未知量的线性方程组做如下两个方面的 研究： 

第一方面，是从理论上探讨下列三个问题：（1) 一个线性方程 
组在什么情况下有解，什么情况下无解？（ 2 )若有解，则有多少组 
解? (3) 在有许多组解(例如有无穷多组解)的情况下，解与解之间 
存在什么关系？ 

第二方面，是对有解的线性方程组探讨求解的方法，也就是把 
上面提到的消元法理论化、规格化，使它适用于有许多未知量的线 
性方程组. 

由于上述第二方面的问题比较简单，所以，我们将首先探讨第 
二方面的问题.即先研究线性方程组的求解方法，然后再回过头来 
研究线性方程组的一般理论问题. 
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§1 矩阵消元法 


现在我们来介绍求解线性方程组的矩阵消元法.这个方法是 
一个古典的方法，具有悠久的历史，但由于它行之有效，至今仍然 
是求解线性方程组的最基本方法之一.这+方法中所包含的基本 
思想，在线性代数的其它一系列理论问题和计算问题中也将发挥 
重要的作用. 

因为我们下面将要研究的线性方程组具有 n 个未知量，我们 
不可能用 x ，： y ， 心…等不同字母来代表它.因此，下面我们用一个 
字母带上不同下角标来代表不同的未知量.例如，用: TpA ，…，^ 
代表"个未知量.这时，有个未知量 m 个方程的线性方程组的 
一般形式可表示为 


aii:i + a 12 : c 2 + …+ a u x n = , 

a 2 i:i + < 2 22 x 2 + … + a Zn x „ = b 2 , 

( 1 ) 


{ a ml x x + 〜 2 : r 2 + … + a mn x n == b m . 

在这个方程组中，未知量前面的系数带有两个下角标，第一个下角 
标代表它在第几个方程，第二个下角标代表它是第几个未知量的 
系数 • 所以，化代表的是第〗个方程中未知量巧的系数.方程组 
( 1 ) 中等式右端的 m 称为 常数项 • 在这个方程组中，方程 
的个数 w 没有限制，可以小于可以 等于〜 也可以大于; z . 
在线性方程组 (1) 中，如果让未知量取一组确定的 数值： 


^ 1 ~ 々1，工2 = 々2， **• f 0 C n = k n ， 

代入方程组后使它转化为恒等式，则这一组数称为方程组 (1) 的一 
组解. 


下面，我们就来具体讨论线性方程组 (1) 的求解方法. 



矩阵消元法的原理 

所谓矩阵消元法，是以下面的定义和一个命题作为理论基础 
的一种解线性方程组 (1) 的方法. 

定义 方程组 （1) 做如下三种 变换： 

( i ) 互换两个方程的 位置； 

( H ) 把某一个方程两边同乘一个非零常数 c ; 

( Hi ) 把某一个方程加上另一方程的々倍. 

上述三种变换中 的每一 种都称为线性方程组 (1) 的初等变换. 

应当指出 ：线性 方程组的初等变换是可逆的.也就是说，如果 
经过一次初等变换把方程组 （1) 变成一个新方程组，那么，新方程 
组必可经一次初等变换变为原方程组 (1) .这可以具体讨论 如下： 

1. 如果互换方程组 （1) 中第两方程的位置，则对新方程 
组再互换两方程的位置就变回原方程组 (1) ; 

2. 如果把方程组 （1) 的第 z 个方程乘以非零常数 o 那么，只 
要把新方程组的第/个方程乘以1 A 就变回原方程组 (1); 

3. 如果把方程组 （1) 的第 7 个方程加上第〖个方程的々倍， 
那么，只要把新方程组的第7个方程加上第，个方程的一々倍就变 
回原方程组 (1). 

显然，如果方程组 （1) 经过若干次初等变换化为一个新方程 
组，那么，新方程组也可以经若干次初等变换化为原方程组 (1) .另 
外还应指出，在做初等变换的过程中，方程组中方程的个数既不增 
加，也不减少. 

命题 1 . 1 设方程组 (1) 经过某一初等变换后变为另一个方 
程组，则新方程组与原方程组同解， 

证 设方程组 (1) 有一组解 

= 是 ” x z = k z ^ …， x n = k n9 (2) 

代入 (1) 之后得到 m 个恒等式 
4 




+ a xl k, + ••- + a' 九 = b” 
^ 21^1 + a 22^2 + *** + 。2九= b ” 


\a mX k l + a m 2 k z + "• + a mn k n = b m . 

对这组恒等式做相同的变换，得到一组新恒等式（也有 m 个），它 
恰好是把 (2) 式代入新方程组所得的结果.由此可 知：原 方程组 （1) 
的任一组解都是新方程组的解. 

反过来，因为新方程组也可以经过适当的初等变换化为原方 
程组（1)，所以按同样的道理，新方程组的任一组解也是原方程组 
(1) 的解.于是两方程组同解 . _ 

下面举几个例子来具体说明如何利用命题 1. 1来解线性方程 
组 • 

例1 解线性方程组 


—— =丄， 

i X! — A 十 X 3 = 0 ， 
,2x x + ： r 2 — ： r 3 = — 2. 

解对方程组相继做初等变换. 

( i ) 调换第1，2两方程的位置，得 


X , 


^2 


X- 


0, 


2 x z — x 3 = 1 , 
l 2 x x x 2 — x 3 ~ — 2 . 


( ii ) 把上面的方程组第 3 个方程加上第 1 个方程的一 2 倍，得 


x l — x 2 + 0 , 

2 x z — x 3 = 1 ， 
3^2 —3^3= ― 2. 


上面两次初等变换的目的是使方程组第1个方程保留 X :，而 
第2,3个方程中未知量^都不出现(即其系数为零). 

( Hi ) 把 ( ii ) 中的方程组的第3个方程加上第2个方程的一 1 
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倍，得 


" fx, — x 2 + x 3 = 0 ， 

\ 2x z — 了 3 = 1 ， 

. x 2 — 2 x 3 = — 3. 

( iv ) 再把上面的方程组中第2,3两方程对换位置，得 

'x x — x 2 + x 3 = 0 ， 

i x 2 — 2 工 3 = — 3 ， 

、 2x 2 — x 3 = 1. 

( v ) 把上面的方程组的第 3 个方程加上第 2 个方程的 一2 
倍，得 


■Xi —x 2 + x 3 = 0, 

s \x 2 — 2x 3 = — 3 ， 

、 |3 x 3 — 7. 

最后所得的方程组具有这样的 ^ 点：自 上而下看，未知量的个 
数依次减少，成为阶梯形状(上面用虚线标出阶梯形) • 只要从它的 
第3个方程解出 X 3 , 代入第2个方程解出工 2 ，再代入第1个方程 
解出^，就得到方程组的解 

2,5 7 

Xi =-3 , X2 = T ， 工 3 = T . 

根据命题 1. 1，上面各个步骤中所得的每一个方程组都与原方程 
组同解，故最后方程组的这一组唯一的解就是原方程组的唯一解. 

上面这个简单例子代表了用消元法解线性方程组的一般方法 
和计算格式.它的基本思 想是: 反复利用方程组的初等变换以把方 
程组转化成阶梯形状的方程组. 

读者不难发觉到，在上面的运算过程中，只是对方程组的系数 
进行运算，而未知量 A ， x 2 , x 3 在整个过程中未参加任何计算•因 
此，每一步都把它们逐一写出完全是多佘的累赘.在计算中完全可 
以把它们先隐去.只是这时要注意不要打乱了系数的排列顺序•基 
于这一认识，我们把例1的方程组简化成如下的3行4列长方表 







格 

0 2—1 1 ' 

1-1 1 0 . 

、2 1 — 1—2 — 

这个表格称为一个3行4列矩阵，简称为 3 X 4 矩阵.它的每个横 
排称为行，竖排称为列.现在，它的每一行代表原方程组的一个方 
程，第1，2,3列分别代表各方程中:的系数，第4列代表 
常数项. 

于是，例1的解方程的各个步骤现在可简写成如下形式(用箭 
头一^表示一次初等变换） 


0 2—1 

1 一 1 1 

2 1—1 



1 一 1 
0 2 


- 1 
-1 


0 


1—1 1 0 

♦ 0 2—1 1 

0 3-3—2, 


1 - 1 1 
0 2 - 1 
.0 1—2 


1—1 1 0 
， 0 1—2—3 

0 2 - 1 1 


1—1 1 
★ 0 1 - 2 


10 


0 


等到把矩阵变成阶梯形后，再写出它代表的方程组 

~x 2 + x 3 = 0, 

i x 2 — 2x 3 = — 3, 


0 

1 




0 

•- 3 


I 3 x 3 = 7. 

求解最后的阶梯形方程组即得原方程组的全部解.这种方法就称 
为矩阵消元法. 

在熟悉了矩阵消元法的思路和计算格式之后，在实际计算时 
可把几次初等变换一步完成. 

例2解方程组 
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-Ti + x 2 — 3x 3 =— 1, 
2xi + — 1 , 


X] + sc 2 H- x 3 = 3, 
x ! -\~ 2 x z — 3 x 3 = 3. 


解利用矩阵消元法 



3 

— 1、 


1 

1 

——3 

- 1' 

2 

1 


0 

- 1 

4 

3 

1 

3 


0 

0 

4 

4 

3 

3> 


'0 

1 

0 

4, 


11—3 
0 1-4 

0 0 1 

,0 0 4 



其中第1个箭头表示利用第1行消去第2,3,4行中^的 系数; 第 
2个箭头表示 :把第 2行加到第4行，然后以（一 1) 乘第2行，最后 
再以 （1/4) 乘第3行，等等.在计算中要注意初等变换的先后次序， 
以免混乱，出现错误.例如，在上面第2个箭头的计算中，把第2行 
加到第4行后，第4行已经变成 (0 0 4 7)，只能以它为基础接 
下去再做变换.如果忽略这一点，还用原来的第4行又加到第2 
行，把整个矩阵变成 


11-3 
0 0 4 

0 0 4 

、0 0 4 



这就错了. 

现在把最后阶梯形矩阵对应的方程组写出 
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X 1 +^2 — — 1 ， 

了 2 — 打 3 = — 3， 
x 3 = 1 ， 

, 0=3. 

这是一个矛盾方程组，无解.故原方程组也无解. 
例 3 讨论下面线性方程组解的状况 


X] 

十工 2 

— 3x 4 — x s = 

= 0, 

X 1 

— ： r 2 + 2x z 

— 工 4 = 

= 0, 

4-r 2 

— 2x 2 十 6x 3 + 3x„ — 4 x 5 = 

= 0, 


1 2*^ 1 I 4^2 2义3+ 4了4 7^5 ^ 0* 

解 这个方程组的常数项都是零，在消元过程中显然也永远 
是零，因此可以不写出来，只要写出未知量的系数所成的矩阵就可 
以了 


1 1 0-3—1' 

1—1 2 — 1 0 
4 — 2 6 3 — 4 * 

.2 4 — 2 4 - 7, 

现在有5个未知量，计算显然复杂一些.为了避免计算中出错，可 
以釆用加校正项的办法,这就是 — 把上面矩阵中每一行元素加在一 
起放在该行的最后，得到一个4行6列的新矩阵（为防止校正项和 
前面的方程组系数混淆，可用虚线隔开），然后对新矩阵做消元法. 
在消元过程中，每一步都保持着每行前4个数之和等于第5个数 
的性质 • 如发现某一行破坏了这一点，那就证明该行计算错了（这 
个方法对常数项不为零的方程组也适用）. 


1 

1 

0 

— 3 

— 1 

— 2 ' 

1 

— 1 

2 

— 1 

0 

1 

4 

- 2 

6 

3 

- 4 

7 

2 

4 

— 2 

4 

— 7 

1- 



1 

1 

0 

- 3 

—' 1 

一 2 、 

0 

_ o 

U 

2 

2 

1 

3 

0 

— 6 

6 

15 

0 

15 

-0 

2 

- 2 

10 

- 5 

5- 


10 — 3 — 1 ——2 




0 

- 2 

2 

2 

1 

3 

t 


0 

0 

0 

9 

- 3 

6 



、0 

0 

0 

12 

- 4 

: 8 J 



[1 

1 

0 

— 3 

-1 

:- 21 



0 

2 - 

- 2 

- 2 

— 1 

i — 3 

.... 1 


0 

0 

0 

3 

-1 

2 



0 

0 

0 

3 

— 1 

2 ) 


/ 

1 

1 

0 

— 3 

—1 1 

- 2| 



0 

2 — 

2 

— 2 

-1 : 

- 3 

-> 


0 

0 

0 

■ 1 

1 3 

i . 

一 1 

2 



0 

0 

0 

0 

0 ; 

0. 

再写出它所对应的方程组(注意常数项为零） 



+ 

工2 


— 3 x 4 

—工5 = 

= 0, 




2 x 2 — 

2^3 

— 2工4 

—尤5 = 

= 0, 


I 3x 4 —x 5 = 0. 

最后一个方程是0 = 0,可以不写出来 • 现在把位于阶梯形的角上 
的未知量 X \ 9 X2 ， -3!*4 保留在方程的左端，其余未知量 X ” J ：5 移到方 
程的右端，得 

x x + x 2 — 3^4 — ， 

< 2x 2 — 2x 4 = 2 x 3 + x 5 , 

. 3^4 — 

在这个方程组中，心与 A 任取一组值代入，都能唯一地确定出 
X 1 , X 2 , X 4 的值，从而得到原方程组的一组解.^3^5称为自 由未知 
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量.这时方程组有无穷多组解. 

在用矩阵消元法解线性方程组时，我们实际上可以做的更彻 
底一些，就是把得到的阶梯形矩阵每一行左边第一个不为零的数 
化成1，再用它消去它顶上各行相应的元素.例如对例3最后的阶 
梯形矩阵再做此 消元： 


1 

1 

0 

- 3 

-1； 

- 2' 


1 

1 

0 

— 3 

- 1； 

一 2. 

0 

2 

— 2 

— 2 

一 ii 

- 3 


0 

2 

- 2 

- 2 

—ii 

- 3 

0 

0 

0 

3 

- 1 \ 

2 


0 

0 

0 

1 

一 1/3; 

2/3 

.0 

0 

0 

0 

o '- 

0 . 


、0 

0 

0 

0 

0 ; 

0 , 



1 

1 

0 

0 

— 2 

0 、 


1 

1 

0 

0 

- 2： 

0 ' 


0 

2 

- 2 

0 

- 5/3 

- 5/3 


0 

1 

— 1 

0 

- 5/6 

- 5/6 


0 

0 

0 

1 

— 1/3 

2/3 


0 

0 

0 

1 

-1/3! 

2/3 


-0 

0 

0 

0 

0 

0 ； 


.0 

0 

0 

0 

0 ; 

0 - 


1 

0 

1 

0 

- 7/6 

5/6, 








0 

1 

- 1 

0 

— 5/6 

— 5/6 








0 

0 

0 

1 

-1/3 

2/3 

• 








、0 

0 

0 

0 

0 

0 . 








与最后阶梯形矩阵相应的方程组是 

+ x 3 7/6工 5 = 0， 

^ A — x 3 — 5/6 工 5 = 0 ， 

x 4 — 1/3x5= 0. 

由此立得原方程组解的一般表 达式： 

, 7 丄 5 1 

A = — X 3 + f 5 ， -^2 = -^3 4 - 

在例 3 的消元过程中第 2 个箭头处发生了一个跳跃现象，即 
当我们利用第 2 行消去第 3,4 行中^的系数时，第 3,4 行中 x 3 
的系数也都变 成零. 这种跳跃现象实际上可以消除.这只要在原方 
程组中把未知量重新编号就可 以了. 具体地说，在例 3 中只要把 

X 3 与: C 4 互换位置，即设 » y 2 =^2 9 y 3 = ^49 ^4 = ^39 y 5 =^ 5 f 
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方程组变成 



+ yt -3^3 - 

—J 二 

= 0, 


—— : V3 十 2^4 

= 

= 0, 

4^i 

~~2y 2 +3^3 + 6y^~ 

4ry 5 = 

= 0, 

2% 

+ 4 ： v 2 +4 ： y 3 — 2v.) — 

7y 5 = 0. 


再做消元，最后得到的阶梯形矩阵是 


11—3 
0 |2 - 2 
0 0 | 3 

'0 0 0 


0—1、 
— 2 一 1 

0 一 1 

0 0. 


跳跃的现象消除了，出现了规则的阶梯形.它对应的方程组是 


.)1 + )2 — 

3^3 - 

- ys = 

= 0 , 

< 2)2 — 

2 ^ 3 — 2 y t - 

— ^5 = 

: 0 , 


3^3 — 

- )5 = 

= 0 . 


移项，得 

)1+ yz— 3 ： y 3 = : y 5 , 

^ 2)2— 2)3 = 2% + )5, 

' 办3= ^5. 

现在: V4 与: y 5 是自由未知量- 

线性方程组解的初步讨论 


现在利用矩阵消元法来对线性方程组做理论上的初步讨论. 
首先给出矩阵的一般定义 • 

定义 给定 ■ 个数 a,;(z+ = l ，2,…，/，2,…，”），把它们 

按一定次序排成一个饥行 n 列的长方形表格 

… a ln ' 

^21 ^22 ^ 2 n 

. • . 5 

• • • 

t f • 

^ m 2 ^mn v 
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称为一个 m 行 〃 列矩阵 ，简称为 mXn 矩阵. 

在一个矩阵中，横向的一排数称为矩阵的行，竖向的一排数称 
为矩阵的列.矩阵中的每个数称为它的元素.在上面的矩阵中，每 
个元素&带有两个下角标，第1个下角标代表它所在的行，第2 
个下角标代表它所在的列. &表示 该元素位于矩阵的第/行和第 J 
列的交叉点处. 

矩阵是一个独立的概念，并不一定要跟线性方程组联系在一 
起.但是它是研究线性方程组的有力工具.现在矩阵对我们来说还 
仅仅看成是一个“表格”，在下面，我们将逐步赋于它新的内容，把 
它丰富起来，从而使它发挥越来越大的作用. 

有了上面的定义之后，方程组 (1) 中未知量的系数就可以排成 
一个矩阵它就是定义中所写出的那个矩阵，我们称>1 为 
方程组 （1) 的系数 矩阵. 如果把 (1) 的常数项添到 Z 内作为最后一 
列，就得到一个 mX(n + l ) 矩阵 


矩阵 Z 称为方程组 （1) 的增广矩阵. 

我们不妨假定 Z 的前《列中任一列元素都不全为零（因为如 
果第列元素 A( Z = 1，2, …， m ) 全为零，那么，未知量而在方程组 
中实际上不出现，这情况可预先排除在外).现在对 Z 做矩阵消元 
法： 


( i ) 通过调换两行的位置以保持第1行第1列处元素不为 
零.因为第1列元素不全为零，所以总能做到这一点.例1的第1 
步初等变换就是例子. 

( ii ) 〜參0时，利用第1行乘以适当倍数加到第2,3 ,…， m 
行，把矩阵变成 
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a n a n ••- a u b x 

0 6 22 … 6; 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

0 b m2 •** b mn l! m 

下面，再对用虚线标出的右下角部分继续上述变换.这时可能 
出现例3所指出的跳跃现象，比如出现 

— b 22 = "* = b m2 = 0 

的情况.但在例3中已指出，只要重新对未知量进行编号就可以消 
除这种现象.我们可以设想像例 3 那样，先把 I 化成阶梯形，再重 
排一下未知量的号码以达到这一目的.为了讨论方便，不妨假定消 
元过程中不出现跳跃.于是不断重复 ( i )，（ H ) 两个步骤，最后把7 
变为如下阶梯形矩阵 

^11 Cu c lr ••• C u d x 

0 c 2Z *** c 2r c 2n d z 

• • • ♦ « 

• • ■ • • 

• • • 曹 ♦ 

— 0 0 "• Crr C m d r 

A — ^ 

0 0 ••• 0 … 0 d r+l 

0 0 … 0 ••• 0 0 

• • • • • 

• • ♦ • • 

• • « ♦费 

0 0 … 0 … 0 0 

其中〜, c 22 ，…， G 均不为零.写出它所对应的方程组 

c u Xi -\- c n x 2 +••• + c lr x r + *" + c ln x n — d x , 

« , 

c 21 x z +••• + c Zr x r + ••- + c 2 n x n = d 2 , 


CrrX r + •- + CrnXn — d r ， 

0 = d r+ i t 

(注寘最后阶梯形矩阵的前”列正好是由方程组 (1) 的系数矩阵 A 
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变化而来的 .） 

现在可以得到如下 结论： 

1 . 如果汰 +1 关0,即系数矩阵 A 变化后的阶梯的个数 r 和增 
广矩阵 Z 变化后的阶梯个数 r +1 不相等，则方程组 （1) 无解.前 
面例2就属这种情况. 

2 . 如果4 +1 = 0,即 X 与万变化后所得阶梯数都是 r ， 则方程 
组有解. 

3. 在汰 +1 = 0,方程组有解时，如果 r = n ，那么最后得到的方 
程组是 

C n ^\ +(12 工 2 H + C ln X n = d 1 , 

C Z2 X 2 +••• + c Zn x n = d 2 . 


c„„x n = d n . 

自下而上依次确定出 X n , X n -x ,的值，此时方程组显然只 
有唯一的一组解.前面例1属此情况. 

4.在< +1 = 0,且 r<w 时，所得方程组为 


^11-^1 +c l2 x 2 + - c lr x r + q r+ 1 :r r+! + …+ c ln x n = d” 

c n x 2 +- h c Zr x r + c 2 r+ 1 ： r r+ i + … + c 2n x„ = d” 


CrrX r + C rr+] X r+ , + ••- 4 - C^Xn = d r . 


移项，得 

c u x x -\-c n x 2 H - + c Xr x r — d x — (c lr+l x r+l + *•* + c u Xn ), 

C 12 x 2 H - + c Zr x r ^ d 2 — (c 2 r+ 1 x r+ i + … + c Zn x n ), 

CrrX r ~ d r — (C r r+ 丄 X r+ ^ + … + C rn X n ). 

任给 A +1 ，…，二 一组值，代入上方程组都可唯一确定出 

…， A 的一組值.这时方程组有无穷多组解，而 x r+1 ，…， 称为自 

由未知量 ，其值可任取.自由未知量个数为 n-r. 前面例 3 属此情 
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况.在这种情况下，可把解表成自由未知量 ，…， A 的函数，这 
种解的表达式称为方程组的一 般解. 前面例3所得到的解的表达 
式就是该方程组的一般解. 

综合以上的讨论，可得如下 结论： 

1. 尤 +1 关0时方程组 无解； 

2. A+i = 0, 且 r = n 时方程组有唯一解； 

3. Ah = 0, 且时方程组有无穷多组解. 

例4 解线性方程组 

'Xi + x 2 + + x 4 + x 5 = 7, 

3x l +2x 2 + jt 3 + x 4 — 3j 、= — 2 ， 
x 2 +2* r 3 +2 x 4 +6^'-,= 23, 

5 x , +4 x 2 +3 x 3 +3 x 4 — x 5 = 12. 

解 - 用矩阵消元法. 


1 

1 

1 

1 

1 

7 


12、 






3 

2 

1 

1 

— 3 

— 2 


2 






0 

1 

2 

2 

6 

23 


34 






.5 

4 

3 

3 

一 1 

12 


26> 









1 

1 


1 

* 

1 


1 

7 : 

12' 




0 

- 1 

_ 

2 

_ 

2 

— 

6 — 

23 ； 

-34 




0 

1 


2 


2 


6 

23 

34 




、0 

一 1 

— 

2 

— 

2 

— 

6 — 

23 ; 

一 34 - 




1 

1 

1 

1 

1 


7 

12' 






0 

1 

2 

2 

6 


23 

34 





► 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

♦ 





.0 

0 

0 

0 

0 


0 

0, 




写出对应方程组 

{x x +x 2 + jt 3 + x 4 + 7, 

[ x 2 +2 工 3 +2:4 +6 工 5 = 23. 

移项，得 
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\ x x + x 2 —7 — ( x 3 十 x 4 + x 5 ) ， 

[ x t =23 — (2 x 3 十 2： t 4 H -6- r 5 ). 

故得方程组的一般解 

Jxj 16 + x 3 十 x 4 +5 x 5 , 

\ x 2 23 — 2 x 3 — 2 x 4 —6 x 5 . 

其中 x 3 ， x 4 ， x 5 为自由未知量，其值可任取. 

齐次线性方程组 

如果一个线性方程组的常数项都是零，就称为齐次线性方程 
组.例3就是一个齐次线性方程组.齐次线性方程组的一般形式是 

+ «i2^2 + *** + a ]n x n = 0, 

^ 21-^1 + a 22 x 2 + …+ a tn x n = 0, 

< (3) 

a m ^x l + a m2 x z + *** + a mn x n = 0 . 

方程组 (3) 显然有一组解 

x x = 0, x 2 = 0, … ， x n = 0. 

这组解称为零解或平凡解 • 除此之外的其它解(如果存在的话)称 

为非零解或非平凡解. 

由此可 知:齐 次线性方程组总是有解的.这从前面对方程组的 
一般性讨论中也不难看出•因为齐次线性方程组常数项全为零，消 
元后所得的阶梯形矩阵中，4 所以永远属 

于有解的情况. 

从上面对方程组的一般性讨论中可以立刻得到关于齐次线性 
方程组的如下 结论： 

1. 如消元后阶梯形矩阵中「= 〃，则齐次线性方程组只有唯 
一的一组解，因而只有零解； 

2 . 如果，则齐次线性方程组有无穷多组解，从而有非零 

解. 

因为「^饥，所以，如果则必，于 是有： 
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命题 1. 2 如果齐次线性方程组 (3) 的方程个数 w 小于未知 
量个数〃，则它必有非零解. 

例如例3中的齐次线性方程组有4个方程5个未知量，不必 
求解就可以判断它必定有非零解.这与实际求解所得的结果是一 
致的.命题 1. 2将在下一节中使用. 

在本节的最后，我们提请读者注意一个有趣的现 象:在 利用矩 
阵消元法解线性方程组时，只进行加、减、乘、除四则运算，没有涉 
及开方运算，更没有涉及解二次以上代数方程的计算. 因此： 

1. 如果线性方程组 (1) 的系数 叫和 常数项 6 f (/ = l ，2, …， m ; 
)=1，2,…， n ) 都是有理数，那么计算过程中就不会出现无理数.如 
果限定方程组一般解中的自由未知量(如果有的话)也只取有理数 
的值，那么，我们得到的解也全是有理数.从而，我们可以把对这样 
的方程组的讨论限制在有理数的范围内.其所以如此，是因为有理 
数经过加、减、乘、除四则运算后仍然是有理数，我们称有理数对 
加、减、乘、除运算是封 闭的. 

2. 如果线性方程组 (1) 的系数和常数项全是实数，因为实数 
对加、减、乘、除四则运算也是封闭的，所以，对这样的方程组的讨 
论也可以限制在实数的范围内. 

上述现象在代数学中有重要的意义.我们在本章的最后再来 
对它做进一步的阐述. 


习题一 

1. 用矩阵消元法求下列线性方程组 的解: 


, 2x l — 

- +x z — x 4 = 

=1 ， 

2 工 1 — 

- x 2 — 3x 4 = 

= 2 ， 

|3^t 

—^3 + 工 4 = 

= 一 3, 
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12 X ] + 2^*2 — 2^ 3 + 5 x 4 = — 6 . 



"x! + 3x 2 + 5 工 3 — 4x 4 二 1 ， 

x ! + 3^~2 + 2 x 3 — 2 x 4 + x 5 = — 1» 
(2) \ jo ] — 2x z ~\ - x 3 — x 4 —x 5 = 3 ， 


Xi —4 x 2 + + x 4 ——3» 

,X! + 2j ：2 + 工 : s — x 4 +x 5 = —1. 

. jo x + 2 jo 2 — 3^4 + 2^ 5 = 1, 

a *, — x 2 —3 x 3 + x 4 —3 x 5 ~2» 

(3) \ 

2^：! —3 x 2 + 4 t 3 — 5 x 4 + 2 x 6 ~7, 
— 9 x 2 + 6 x 3 — 1 6 x 4 + 2 x 5 — 25. 
乂 一 2x 2 + 3 x 3 — 4 工 4 = 4 ， 

x z — x 3 + x 4 = — 3, 

(4) ^ , 

X \ - f - 3^2 I A = 1 ， 

— 7 x 2 + 3 x 3 + x 4 — — 3. 

[3^!+ 4 工 2 — 5x 3 + 7x 4 = 0, 


2 工 1 — 3x 2 + 3 工 3 — 2x 4 = 0, 
4x! + 1 \x 2 — 1 3x 3 + 1 6j ：4 — 0, 
7x t — 2x z + *r 3 + 3 x 4 = 0. 

f 2 x x + x 2 — x 3 + x 4 = l . 


( 6 ) 


— 2x 2 + 2x 3 — 3x 4 == 2 f 
5x!+ x 2 — x 3 + 2x 4 = — 1 ， 


[2^! — x 2 + x 3 — 3 x 4 ~4. 

"X] +2x 2 + 3x 3 —^4 = 1, 

34 + 2 x 2+ x 3 — x 4 = l , 

(7) \ 2 x x + 3 j ：2 + 工 3 +工 4 = 1， 


2 x x -\- 2 x z -\- 2 x z —x^l , 
,54 + 5 x 2 + 2 x 3 二 2. 

2. 证明齐次线性方程组 


ja n x 1 + a xz x 2 = 0 , 
[a 21 X! + a 22 x 2 0 



有非零解的充分必要条件是 

a \\ a 22 _ a \ Z a 2 \ = 0. 

3. 判断下列齐次线性方程组是否有非 零解： 

"2 x ! + 3 x 2 —工3 + 5工 4 = 0， 

3 工 1— x 2 J r 2 x z — 7 x A ~Q ^ 

( 1 ) < 

4x : + >r 2 — 3 工 3 + 6 工 4 = 0 ， 

— Xi — 2 x 2 + 4 x 3 — 7 x a — 0. 

' x 2 — x 3 + : c 4 = 0, 

— 7 x 2 + 3 x 3 + x A = 0 y 

( 2 ) < 

x { + 3 x 2 — 3 x 4 = 0， 

.j ：! — 2x 2 4 - 3 x 3 — 4^4 = 0. 

. X ] — 2 x 2 + x 3 — x 4 + : r 5 = 0, 

2 x , + x 2 — x 3 + 2 x 4 — 3 x 5 = 0 9 

(3) < 

3xi —2x 2 — 工 3+ x 4 — 2x s — 0, 

、 2xj — 5 工 2 + 工 3 — 2*r 4 + 2 i 5 = 0. 

X \ ~^2 = 0 j 

: c 2 — x 3 =0, 

(4) < 

x 3 — x A = 0, 

A 

、一 Xi + x 4 =0. 

4. 证明空间中三向量 

~ (“n ， “21 ，〜】 ） ， a Z ~ ( fl 12 ， “22，“32 ) ， 
a 3 — ( a 13 ， “23 ， a 33) 

共面的充分必要条件是齐次线性方程组 

^11*3^1 H~ *3 12 >3：2 + = 0? 

< ^ 21 ^! + a z2 x z + a zz x z 0, 

、 £^31 工 1 + £2 3 2 工 2 + 0 3 3 工 3 = 0 

有非零解. 

5. 讨论 l . a . b 取何值时下列方程组有解，在有解时求 其解. 
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( 1 ) 


+ x 2 + x 3 = l, 
X ! + Ax 2 + x 3 = A ， 

[^1+ x 2 + Ax 3 = A 2 . 


( 2 ) 


ax^ + x 2 +x 3 —4 
Xi + bx 2 +x z = 3 
( Xj +2 fo 2 + x 3 = 4. 


(3) ^ 


6 .设 


x . 


工 1+ 工 2 十工3+工4+工5 = 1， 

3 xi + 2x2 + 工 3 + x 4 —3 x 5 = a ， 

工2 + 2： r 3 + 2 x 4 + 6工 5 = 3， 

5 工 1+4工 2 + 3工3 + 3工4— x 5 = 6. 

x 2 = x 2 — x 3 = c2 2 ， x 3 — x 4 ^ a 3 

CLk < 


x 4 — x 5 == a 4 ^ Xi — x x = a 5 , 

证明 :这方 程组有解的充分必要条件是 


& 

»=1 

在有解的情况下，求其一般解. 


0 . 


§2 n 维向量空间 

为了从理论上深入地讨论线性方程组解的性质，我们必须对 
线性方程组本身做进一步的分析，以便更深刻地认识它的本质. 

我们从分析三个方程的线性方程组入手.设给定如下实系数 
线性方程组 

(a u x x + 屮 2 工 2 + …+ <^\nX n = b” 

< a 2 A x x + 〜工 2 + …+ = b 2 , 

• + a 32 x 2 + ••• + a 3 n x n = b 3 , 

回想在空间解析几何中，每一个向量在空间直角坐标系下可表示 
为一个三元有序数组 

a = (a 1 ? a 2 ,a 3 ). 

为了讨论问题方便，我们也常常把它竖起来写 
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“2 


向量的加法和数乘的运算法则是 


V 


V 


+ V 

! 



ka' 


+ 

bz 


+ b z 

； k 

^2 

— 

ka z 



> 3 , 


( 2 3 + ^3 , 






现在把上面的线性方程组的系数和常数项分别看作三维空间中的 
向量 



a w 


r > 

«J2 


a\n 


V 


a z\ 

, a 2 — 

a 22 



，卜 





、 a 32. 




々 3, 


这实际也是把该方程组的系数矩阵 Z 和增广矩阵叉 



a u a 12 … a ln ' 


a 12 … a u b{ 

A = 

a 2l A 2 … 0-2n 


<^21 a 22 … ^Zn ^2 

1 


«3i a 32 … a ln> 


v a 3i a 32 … a in 


的列看成三维空间中的向量利用向量的加法和数 
乘运算，我们所探讨的方程组现在可以改写成向量方程的形状 

+ x 2 a 2 + …+ x n a n = /?. 

由此 可知： 

(1) 上述线性方程组是否有解等价于向量 P 能否用向量组 
q ， a 2 , …，〜表示出来； 

(2) 方程组有多少组解的问题等价于能有多少种方式用 
，《 2 ,…， A 表示出来. 

这样一来，我们就把有三个方程的线性方程组和解析几何中 
的向量联系起来了.这使我们对线性方程组的认识深入了一步，这 
具有重要的意义. 
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当讨论更多个方程所组成的线性方程组时，解析几何中的向 
量就不够用了，需要我们从理论上加以 推广. 下面就来做这个工 
作. 


«维向量空间的基本概念 


定义一个〃元有序数组 

a = ( ^ ***， a n ) 

称为一个 w 维向量 . A ，〜，•••*〜 称 为向量 a 的分量或坐标 • 

现在向量的分量 A ， a 2 ，…，^也可以是复数•一个 n 维向量根 
据讨论问题的需要，也可以竖起来写 


a 2 

a — , 

定义《维向量的加法和与数的数乘运算规 定为： 

(1) 加法 

(a 】， a 2 ，…， + ib' ， b 2 n …， D = (a T + b x ,a 2 + b 2 , •** ， a„.+ b n ) ； 


( ii ) 对任意数々，数乘 


是 （ a M a 2 , …， a ”）= (是 a 】 ，是<2 2 ，…，^0‘ 

上面的定义显然只是三维空间向量加法和数乘运算的简单推 
广，只是现在所涉及的数已经不限于实数，而是包括复数在内•如 
果向量改用竖的写法，那么加法和数乘就是 



(6. 1 


乂 + V 


f N 



b 2 

• 

• 

= 

a 2 + b 2 

• 

: 

；k 

a 2 

• 

• 


ka 2 

4 

« 

• 

A, 


a„ + b Hj 


An > 


Mn, 


两个 n 维向量相等是指它们的分量完全相同.全体 n 维向量 
连同上面定义的加法和数乘运算合称一个《 维向量空间. 

命题 2.1 n 维向量空间中向量的加法和数乘运算满足如下 
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八条 规律： 

(1) 加法结合律 a +(^+7) = ( a +^- h 7； 

(2) 加法交换律〜 

(3) 称(0,0, …， 0) 为; z 维 零向量 ，记为0.对任一; z 维向量 I 
有 0 + a = a + 0 = a ; 

(4) 任给 ， a 2 ，… ，< a „) ，记 一 a = (―…， 一 “ 2 ，…， 一 a ”） ， 
称其为“的负向量.它满足 a +(— a ) = ( — a ) + a = 0 ; 

(5) 对数 1，有 1 * a = a ； 

(6) 对任意数々，/，有(々/)«=々(/«); 

(7) 对任意数々，/，有(々+/)« = 々》+&; 

(8) 对任意数 々，有 > Ka +/3)= h +々/?. 

其中希腊字母 心13,7 表示〃维向量（下面均用希腊字母代表向 
量）. 

这个命题只需按定义逐一加以验证就可知其正确了.我们这 
里把它列举出来，是要读者注 意:这 八条是 〃维 向量空间的最基本 
的规律或性质.〃维向量空间的一系列基本命题都是以上述八条 
为基础推导出来的. 

今后我们将《+( — /?) 写成〃一/?，称为向量的减法运算.下面 
再介绍几个基本概念. 

定义给定一个 n 维向量组〜，々，…，〜又给定^个数々 h 
々2,…，克.称向量々1«1+々2«2+…为向量组 A ，《2，".，《,的一 

个线性组合. 

定义给定 n 维向量组％，《 2 ,… ，〜设 /?是一个 n 维向量.如 
果存在^个数 U 2 ，…， M 吏 

P 二 + k z a 2 + + k s a s , 

则称#可被向量组 ~， a 2 ，…，^线性表示. 

现在利用上面这个概念来分析一下〃维向量空间中的向量和 
线性方程组之间的联系.给定线性方程组 
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iSjjJT] - 

h a n x z H 

-…+ a ln x n 

= 厶!， 


(2 2I' r l _ 
1 • 

\~ ^-22^2 

-…+ a ln x n 

= b 2 . 

(1) 

^m\^\ 4- 0. ml X2 — 

— • • • — (― /] nr 

\ ^ mn 丄 n 

= b m . 



考虑 M 维向量空间中的 n +1 个向量 



'«n ' 


’“ 12 、 


^ a-u 


I 


a 2] 

畚 

♦ 

• 

， a 2 ~ 

a 22 

• 

• 

• 

，…， \ = 

^■2n 

• 

• 

• 

，卜 

b 2 

• 

♦ 

• 


、〜， 






X, 


应用 W 维向量的加法和数乘运算，方程组 （1) 可以改写成如下的 
向量方程 

+ x 2 a 2 + …+ x„a n = (2) 

如果方程组 （1) 有一组解 

x z = k 2 , ••- , x n = k n , 

代入 (2) 式，得 

^ + 々 2 « 2 + …+ k n a n , 

即/?能被向量组 •••,«„ 线性表示.反之，若/?能被向量组^， 
心，… ，仏 线性表示，则表示的系数就是方程组 （1) 的一组解•于是 
有如下两条结论： 

1. 方程组 (1) 有解的充分必要条件是 ：向量 3能被向量组 A ， 
〜，•••，〜线性表示； 

2. 方程组 （1) 的解的组数等于/?被％，《 2 ，" •，义 线性表示表 
法的种数. 

上面的分析触及了线性方程组的本质.读者应该十分熟悉线 
性方程组 (1) 和向量方程 (2) 之间的联系.这就是说,给定一个线性 
方程组，读者应当立即能把它改写成向量方程.反过来，给定一个 
向量方程，也应立即能把它改写成线性方程组的形式. 

如果写出方程组 (1) 的系数矩阵 
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“n ^\2 … 〜 


那么，〜 ， a 2 ，…，就是4中第1，2,…，^歹彳.因而，我们可以称％， 

« 2 ,…， A 是矩阵 /的列 向量.为方便计，可把 Z 写成 

A = («] a 2 ••- a n ) , 

它表示矩阵 A 是把 m 维向量组 A ，《 2 ，…，义作为列向量依次排列 
而成的.于是方程组 （1) 的增广矩阵可简记为 

A = (a } a 2 ••- a n /?). 

另一方面，矩阵 A 的每个行则可以看作--个 n 维向量（用横排方 
式写出），称为矩 阵/的 行向量.这样的看法对讨论问题也是很有 
用的.当然，矩阵的行向量和列向量一般是不同维数的向量. 

例 1将§1例4的线性方程组 

' + x 2 + + x 4 十 x 5 = 7, 

3a：! +2x 2 + x 3 + x 4 — 3x 5 = — 2 ， 
x t +2x 3 +2x 4 +6x 5 = 23, 

十 4 工 2 +3x 3 +3x 4 — x s = 12 
写成向量方程的形状.为此，令 



r r 


T 


T 


3 


2 


1 

= 

0 

， a 2 ~ 

1 

, = 

2 




A - 


、3, 





丄 


l 

«4 = 

1 

,a 5 = 

- 3 

， P = 

- 2 

23 

2 


6 



X 


. — 1 


L 12. 


得向量方程 
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+ -r 2 « 2 + A% 十 x 4 a 4 + x 5 a 5 = 




如果在读例的一般解表达式中令 X 3 = x 4 == x 5 = l ， 得到一组解 


X , = — 9, X-2 = 13, X 3 = 1, ： r 4 = 1， JOr 0 = 1. 

相应地得到卢被 q ， a 2 ， a 3 ， a 4 ， a 5 线性表示的一种表示法 

~ 9«1 + 13^2 + a 3 十 “4 + a 5. 

这个方程组有无穷多组解，从而有无穷多种方式表为 A ， a 2 ， a 3 , 
的线性组合. 


向置组的线性相关与线性无关 


下面来介绍线性代数中两个最基本的概 念：向 量组的线性相 
关与线性无关概念. 

定义给定一个 m 维向量组 


^11 1 


'<in 、 


/ V 

O-U 

a 21 


a 22 


<^Zs 

• 

, a 2 = 

• 


鲁 

• 

• 


• 

• 


• 

• 

^m\ j 


. a mZ j 


,^m.s , 


如果齐次线性方程组 

+ fl 12 x 2 + …十 a u x s — 0 , 
+ (2 22 工 2 + … + a 2 s x s 0 , 


{a m ^x x + a m2 x 2 + ― + a ms j： s = 0 

有非零解，则称向量组，…，线性 相关; 如果齐次线性方程 
组 (3) 只有零解，则称此向量组线性无关. 

这就是说，如果我们以所给的向量组&，《 2 ,作为列向量 
排成一个矩阵 

^11 «12 …^1, 

, / 、 ^21 «22 … 〜 

A = (a, a 2 a,) = • • ， 

• • • 

^m\ “m2 ••• “ms , 
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那么，向量组 q ，《 2 , …， A 线性相关或线性无关标志着，以 d 为系 
数矩阵的齐次线性方程组 (3) 是有非零解或没有非零解. 

在§ 1中我们已经知道，可以用矩阵消元法来判断齐次线性 
方程组有无非零解，所以，现在就可以用它来判断一个向量组是否 
线性相关. 

例2 给定如下4维向量组 

a i = ( — 1，1，2，4)， a 2 = (0，一 1，1， 3) ， 
a 3 = (2， 0，6，一 2)， a 4 =(— 3，一 1，3，4)， 

a 5 = ( l ， 1，一 4， 一 7)， 

判断它们线性相关或线性无关. 

解把它们竖起来，排成一个 4 X 5 矩阵 



以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组为 

—+ 2x 3 — 3x 4 + x s — 0 9 
— x z — + x 5 — 0, 

< 

2x ] + x 2 + 6 x 3 十 3 x 4 ~4 x 5 — 0, 

, 4-^ri 3*^2 2-^3 ~|~ 4^4 7^c*5 0. 

这个齐次线性方程组中方程个数为4,小于未知量个数5,由命题 
1.2 知它必有非零解，从而知所给的向量组线性相关. 

从这个例子可以归纳出更一般的结论 :给定 s 个 m 维向量％， 
a 2 , …， a ,. 如果 s > m ， 即向量个数大于向量的维数，那么，令 

A = ( a , a 2 ― a s ) , 

以 d 为系数矩阵的齐次线性方程组有 m 个方程 ^ 个未知量，由命 
题 1.2 知它必有非零解，从而 A ， a 2 ，…， a , 线性相关. 

例 3给定向量组 

— (7, 0,0, 0,0) , a 2 = {— 1，3,4,0,0), 


28 



a 3 = (1，0，1，1，0)， a 4 = (0,0,1,1, - 1), 

判断它们是否线性相关. 

解把它们竖起来排成一个 5 X 4 矩阵 

7—1 1 0' 

0 3 0 0 

4=0 4 1 1 . 

0 0 11 

0 0 — 1 , 

要判 断以/ 为系数矩阵的齐次线性方程组是否有非零解，只需用 
矩阵消元法把 Z 化为阶梯形 

7-1 1 0] (7 - 1 1 0' 

0 3 0 0 0 1 0 0 

A —^ 0 0 11 —^ 0 0 11 

0 0 1 1 0 0 0 0 

.0 0 0 - lj [o 0 0—1, 

'7—1 1 O ' 

0 ； 1 0 0 

—^ 0 0 1 1 . 

0 0 0 i 1 

0 0 0 0 , 

阶梯形矩阵中阶梯个数「=4,未知量个数= 4,因而相应的齐次线 
性方程组只有零解•故％，〜，《 3 ，《 4 线性无关. 

前面已经指出，线性方程组是否有解的问题等价于该方程组 
的常数向量是否能表示为其系数矩阵的列向量的线性组合的问 
题，所以向量组的线性相关性可以用线性组合或线性表示的语言 
来表述.我们用下面的命题给出两种这样的 表述. 

命题 2. 2 设化，〃 2 ，…，为 m 维向量组，则下述三条 等价： 

( i ) A ， a 2 ，…， or , 线性 相关； 

( ii ) 存在不全为零的数，…， M 吏得 
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+ 是 2 « 2 + …+ k s a, = 0 ； 

( iii ) %，〜，•••，《,中的某个向量可被其余的向量线性表示(这 
里 5^2). 

证我们采用轮转证法. 

( i ) =^>( H ). 将 a M a 2 ，…，线性无关的定义中的线性方程组 
改写为向量方程，则此线性方程组的非零解就是 Gi ) 中所要求的 

k] ，焱 2 ， … ， k” 

( ii ) Xiii ). 设 ( ii ) 中的某个 t 关 0. 移项（即在 ( ii ) 中的等式 
两端同时加上除之外的各项的负向量.)，得 

— — k x a x — — k i ^ l a-_ i — k i+{ a t + l — ••• — k s a s . 

两端乘以 1 A ,， 得 

a —一 ^ l a ' —^ izl a — …— h± a 

1 k, x k' k, , + 1 k, ^ 

即可被其余向量^，…， <^， GV +1 ，…，线性表示. 

( iii ) — >• ( i ) • 设仏 + … +/ i I _ 1 a,-_ I — / i f +1 a (+l —…一 h s a s , 

其中心为数 G = l ， …， /— 1々+ 1，… u ). 移项，得 

方 + …+ h i - x a i ^ l 一 a { A ， +1 a, +1 + …+ h s a s — 0. 

将此向量方程写成齐次线性方程组的形式，则此线性方程组有非 
零解 

& = h x ，•-= h^ x f Xi =— l , x I+1 = h i+xy — , x s = h s , 

所以 A ， 々，…，&线 性相关 . I 

这个命题中的 ( ii )，（ iii ) 两条作为线性相关的两个等价的定 
义，比起原来的定义是变得抽象了，因为它们完全没有涉及向量的 
坐标.正因为如此，它们有更普遍的适用性，在第四章中我们将会 
看到这一点. 

由于命题与其逆否命题等价，我们有下面的 推论： 

推论设力，《 2 ,…，^为饥维向量组，则下述三条 等价： 

( i ) A ， a 2 , …， o * s 线性 无关； 

(ii) 若々 1 化 + 々 2 0< 2 +…+ 怂化 = 0( 々!，是 2 , …，々 , 为数），则 
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k { k 2 = ••- 二允 = 0; 

( iii ) % ， a 2 ，…，& 中任一向量不能被其余的向量线性表出（这 
里 ^>2). 

此推论中的 （ ii ) 和 ( Hi ) 两条是线性无关的较为抽象的两个等 
价定义.其中的 （ ii ) 在证明向量组线性无关时最为有用，但其逻辑 
结构比较复杂，比较难于掌握.正确地理解和运用这个定义的关键 
是记住 ： （ H ) 的等价说法是“向量方程 

X!% + 十 …+ x s a s = 0 

只有零 解 ”. 

仅由一个向量构成的向量组 G = l ) 是否线性相关取决于该向 
量是否为零向量.这与命题 2. 2的 （ i )，（ ii ) 两条以及其推论中的 
( i )，( ii ) 两条相符合，尽管命题及推论中的两个第 ( iii ) 条在这种情 
形下不再有意义. • 

例4 给定 m 维向量组《，0,卢，此向量组线性相关.这是因 
为:取 • 

是 1 = 0 ， k 2 = 1 , k 3 = 0 , 

这是不全为零的一组数.我们有 

k'a + 々 2 • 0 十 k 3 p = 0*«+ l *0 + 0* y 3=0. 

从例 4立刻可 以看出，一个向量组中如包含有一个零向量，那 
么它必线性相关.特别地，仅由一个零向量组成的向量组必线性相 
关.不难看出，由一个非零向量《组成的向量组是线性无关的. 

例 S 给定向量组— 扒其中《， p 为任意两个同维数的 
向量），此向量组线性相关.这是因为:取 

是 1 — 1 > ^2 ~ 1? ^3 ~ 0? 

这是一组不全为零的数，有 

+ 々2(— a ) + = « + (― a ) + 0 •卢= 0. 

例 6向量组卢线性相关.因为其中第1个向量能被其 
余两个向量线性表示 

、 (ka} — ^ • a + 0 * /?. 
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例 7 给定向量组 



. 1 ' 


' 2 ' 

= 

- 1 

0 

9 a 2 = 

- 1 

3 


, 2 . 


, 1 , 


判断它是否线性相关. 
解 考察向量方程 


x x a x 4 - x 2 a z = 


■Tl 


「 2 x 2 ' 


’ + 2 工 2 、 


O' 

— X 】 

4 - 

— 工 2 

1 


— 工】一工 2 

| 

0 

0 

卞 

3 x 2 


3 x 2 


0 

2 x 1； 


、 工 2 > 


、 2 x x + x 2 . 

i 

. 0 . 


两向量相等，则分量相同，故得 


x x + 2x 2 = 0， — — j: 2 — 0, 3x 2 = 0， + :r 2 = 0. 

显然有工1 = 0，工2 = 0.即不存在不全为零的数々 i ， 々2，使 
k 2 a 2 = 0 . 于是 q ， a 2 线性无关. 

最后再来举一个重要的例子. 

例 8给定如下〃个〃维向量 

= (1 ，0，0，…， 0) ， 

= (0，1，0，…，0)， 


£„ = (0，0，…，0， 1) ， 

称之为 n 维向量空间的 n 个单 位向量 .我们来证明 £1 ，£ 2 ，…，匕线 
性无关.若 

^1 £ 1 H - 是2 £ 2 + …~ 0, 

则因为 

+ 是 2 e 2 + …+ k n £ n == ( H ， …，= 0， 

故必有々1=々2=^“ = 怂= 0，因而向量组£!，&，…，£„线性无关. 
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向量组的秩 


定义 给定两个向量组 

% ， a 2 ， … , a r ， ( I ) 

成， A ， …， A ， (n ) 

如果向量组 （H ) 中每一个向量都能被向量组 （ I )线性表示，反过 
来，向量组 （ I ) 中每个向量也都能被向量组 （ )线性表示，则称向 
量组 O )和向量组 （B ) 线性等价. 

例9 给定两个向量组 

a ， a ， 译， ( I ) 

a ， 沒， ( I ) 

则 （ I )与 （I )线性等价.这是 因为： 

( i ) ( fl ) 中每个向量能被 a ) 线性 表示： 

( ii ) ( I ) 中每个向量也能被 （B ) 线性 表示： 

a ~ 1 • a + 0 • /^； ^ = 0 • a + I • 

在上述例子中 ， （n )实际上是 （i ) 的一个部分组，是剔除 （ I ) 
中的“多余”向量所得到的.这个简单的例子说明引入向量组线性 
等价概念的重要意义.因为给定一个向量组，其中很可能包含有 
“多余”的向量•于是，我们自然就想把这些“多余”的向量剔除掉， 
也就是设法用一个与它线性等价的部分组来取代它，而这个部分 
组中不再包含有“多余”的向量.这就是本段落所要解决的问题. 

为说明向量组线性等价概念的基本性质，我们先来证明一个 
命题. 

命题 2. 3给定两个向量组 

%， a 2 ，…， a r ， ( I ) 

Uz ， … ，匕， ( I ) 

且 （ I ) 中每一个向量 A 均能被向量组 （ I )线性表示.那么，当向 
量 y 可被向量组（ I ) 线性表示时，它也就能被向量组 （ I ) 线性表 
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示. 

证设 7 = 6 成+/ 2 爲 +…及.又设 

/?, = k u a x + k l 2 a z + + k ]r a r9 

^2 ~ 々21 tt l + 々22 0 2 + …+ 是 2 r ° V ， 

A = 々 ，…+ k s 2 a 2 + ••• + k sr a” 

以6,4, …乂分 别乘上面的第1，2,…^个等式，然后相加起来， 
得 

7 = Yj 1 ^ = | Sn 卜 + ( 2«卜 + …+ ( 士/大,卜. 

i = 1 I =- I i = 1 I ] 

即 y 可被〜，，…，〜线性表示 .I 

向量组线性等价的概念具有下列三条基本 性质： 

( i ) 反身性每个向量组和它自身线性等价；^ , 

( ii ) 对称性如果 （ I ) 和 （ I )线性等价，则 （S )与 （I ) 线性 
等价； 

( iii ) 传递性如果 （ I )和（1 ) 线性等价 ， （H ) 和 U ) 线性等 
价，则 （I )和（1)线性等价. 

性质0)，（11)是显然的.性质(沿）可由命题2.3推得：因（11[) 
中每个向量能被 （ I ) 线性表示， （ n ) 又被 （ I )线性表示，故 （ a ) 中 
每个向量能被 （ I )线性表示.反之，按同样理由 ， （ I ) 中每个向量 
也能被 .(1) 线性表示，故 （ I )与（® ) 线性等价. 

下面给出本段落的主要概念. 

定义给定向量组 

4，•••，■&, ( I ) 

如果它的一个部分组 

气， a t ，…， 巧 ( I ) 

1 b ^ 

满足如下两个 条件： 

( i ) 向量组 （I ) 中每个向量都能被 （I ) 线性 表示； 

( ii ) 向量组 （I ) 线性无关. 
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则称向量组 （n )是向量组 （i ) 的极大线性无关部分组. 

显然，上面定义中的向量组 （ I )和 （I )是线性等价的.因为: 
( I ) 是 （ I ) 的部分组 ， （ I )中每个向量当然都能被 U ) 线性表示， 
而条件 ( i ) 又保证了 （ I ) 中每个向量都能被（ I )线性表示.所以, 
一个向量组的极大线性无关部分组的实质是 :从原 向量组中挑岀 
一部分来组成一个新向量组，使新向量组与原向量组线性等价，从 
而在一定意义下可用新向量组来代表原向量组.另一方面，新向量 
组线性无关，即其中没有“多余”的向量(因为这时其中任一向量都 
不能被其余向量线性表示，因而这些向量互相之间没有依赖关系, 
是互相“独立”的）， 

例 10 给定向量组 

= (1，0,0)， = (0，1，0)， 

^3 ~ (0,0，1)， ^4 = (1，1，1)， 

^5 ~ ( 1，1， 0) ， 

则 q ，《 2 ，％是它的一个极大线性无关部分组. 因为： 

( i ) 所给向量组能由％，％，^线性表出 

= 1 • O] + 0 • a 2 + 0 * « 3 ； 

= 0 • + 1 • a 2 + 0 • 0： 3 ； 

a 3 = 0 * a { + 0 • a 2 + I » a 3 ； 

= 辽1 十 a 2 + 0 •江 3 . 

( ii ) %，《 2 ，《 3 线性无关，这从本节例 8 即知. 

请读者自己 验证： 向量组^^3^4也是它的一个极大线性无 
关部分组.由此可知，一个向量组的极大线性无关部分组不是唯一 
的•于是产生了一个问题 :同一 个向量组的不同的极大线性无关部 
分组中向量的个数是不是总是一祥多呢?下面来回答这个问题.先 
证明几个命题. • 

命题 2. 4给定两个向量组 


a ” a 2 ， •• 
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A ， 見， … ， A ， (n) 

如果向量组 （i ) 中每个向量都能被 （n )线性表示，且则向量 
组 （ I ) 线性相关. 

证设 

a] = + a 12 /? 2 + ••• + a u P, , 

a 2 = a 2I 汉 + a 22 p 2 + ― + a 2 J s , 


a r = a ri p x + a r2 ^ 2 + ••- + a r J . 

分别用 A ，…，乘上面第1，2,…， r 个等式，然后相加，得 

r r r r 

▲ 工 m — I 'y ； /^1 ^ m2^ m j /^2 + … ~f~ ^ ^ ms^ m 成 • 

饥 =1 ot = 1 m = ] 、 m ~] 

考察齐次线性方程组 

( r 

= <3„Xi + a 2l x z + ••- 4 - a r} jo r = 0, 

m=\ 

r 

J = «12^I + ^22^2 + "* + «r 2 -^r = 0, 

I m — I 

r 

^a ms x m = a u x^ + a 2s x z + ••- + a rs x r = 0 , 

v m= 1 

它有 s 个方程， r 个未知量，因为，由命题 1. 2,它必吉一组非 
零解 

= k 19 x z = k 2 , … ， x r = k” 

此时有 

r 

= 々 1% 十 k 2 a 2 + •*. + k r a r = o. 

»i = 1 

故七，《2,…，义线性相关 • I 
命题 2. 5 给定向量组 
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设它的某一个极大线性无关部分组为 


又有另一个向量组 


成， A ， … ，汉， （ I ) 

设它的某一个极大线性无关部分组为 

&，…， ( 5 r ) 

如果 （ I )与 （I )线性等价，则 r = /. 

证因为 （ I ') 与 （ I ) 线性等价 ， （ I )与 （I ) 线性等价 ， （ I ) 
与 （ n ') 线性等价，由线性等价关系的传递性知 ，（ I 3与 （ r ) 线 
性等价 .（ I ') 可被 （n ') 线性表示且 （ I ') 线性无关，由命题2,4 
知反过来 ， （n 3又被 （ I ') 线性表示 ， a y 也是线性无关 
的，故 /< r . 由此即得「= /. ■ 

推论1 一个向量组的任意两个极大线性无关部分组中包含 
的向量个数相同. 

证在命题 2. 5中，取 U )与（ I ) 为同一向量组即可 . | 
由推论1，可给出如下重要概念. 

定义一个向量组的极大线性无关部分组中包含的向量个数 
称为该向量组的秩.全由零向量组成的向量组的秩为零. 

例10所给的向量组的秩为 3. 

推论2两个线性等价的向量组的秩相等. 

在本节的最后，我们再来指出一个重要的事实:如果检查一下 
上面几个命题的证明过程，不难看出，它们只以命题 2. 1为基础， 
而不依赖于向量的具体坐标表达式.由于这一点，使得我们有可能 
对"维向量空间的概念从理论上进一步抽象化.我们将在第四章 
中来做这个工作. 


# 集合内的等价关系 

设/是一个非空的集合 • 如果在 A 的元素之间定义了一种关 
系，记作“〜”，满足如下 条件： 
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(i) 反身性，即对任意 有“〜 W 

( ii ) 对称性，即若 a 〜6,则办〜<3; 

( iii ) 传递性，即若 a 〜〜<:，则 <2〜 c . 

则称此关系为 X 内的一个等价关系. 

例如，在平面上全体三角形组成的集合中，“相似”是一个等价 
关系.这是因 为:任 一三角形与自己相似(反身 性）； 若 △ ABC 相似 
于，则 △，化 C 相似于 △ ABC (对称 性）； 若 △/ IBC 相似 
于 AA f B , C , ， AA f B f C f 又 相似于 AZ 〃5" C 〃，则 AABC 相似于 
△乂"汉 ' C " (传递性).显然，在三角形集合中，“全等”也是一个等价 
关系.又例如，在整数集合中，“两个数的差是3的倍数”具有上述 
三条性 质：以 a ， b，c 表示任意三个整数，则 a — a = 0 = 0 X 3( 反身 
ft ) ' y a — b = m X 3 (w 为整数），则 b — a=i — m ) X 3 (对称性） ;a — b 
=mX 3,6 —c = n X 3,则 a—c= (m + n) X 3( 传递性).再例如 :w 元 
线性方程组构成的集合中，“同解”是一个等价关系. 

与等价关系密切相关的是等价类的概念.确切地说，设5是 
一个集合，“〜”是 S 中的任一等价关系， a 为 S 的任一元素，则把 
S 中与 a 等价的所有元素构成的子集合称为 a 所在的等价类.如 
果用5表示 a 所在的等价类，即有 

a = {s S \s — a }. 

一个简单的事 实是： 

d 〜6的充分必要条件是3 = 5 (y a f be S ). 

我们先说明必要性.设 a 〜心则对任一 set 由等价类的定义，有 s 
〜 a . 而 a 〜6,由传递性，有5〜此即$云5,所以 a ^ b . 反之，由等 
价关系的对称性，有 b 〜 a . 由同样的推理得知 6 Ea . 所以5 = 5.再 
说明充分性.设5 = 5,由等价类的定义立即得到进而 a 〜 
b . 这就完成了上述事实的 证明. 

等价关系的重要性 在于: 对于任一集合5中的任一给定的等 
价关系 J 等于所有等价类的并集，而且不同的等价类没有公共元 
素.换句话说 d 等于所有等价类的无交并.这是因为4显然包含 
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所有等价类的并集;而 S 中任一元素都属于它所在的等价类，所 
以 S 含于所有等价类的并集.这就证明了 S 等于所有等价类的并 
集.再有，如果等价类5与5有公共元素^则由上面刚刚证明的事 
实知 i = 这说明 J 卩果 a 关5,则 a 与5必无公共元素. 

数学中的一个重要方法是：为了研究某个集合的某一问题，在 
此集合中引入相应的等价关系，然后寻求各等价类中形式最简单、 
性质最好的元素，从而使问题的研究得以简化.例如，本节刚刚引 
入的线性等价是 m 维向量组构成的集合中的一个等价关系（注 
意:此 集合中的每个元素都是一个向量组，而不是单个的向量)•上 
面定义的“极大线性无关部分组”就是相应于这个等价关系的等价 
类中最简单的元素.数学中的这个研究方法将在本书以下各章中 
反复地得到体现. 


习题二 

1. 将习题一第1题中各线性方程组改写成向量方程(要求 
具体写出所涉及的向量). 

2. 将下列向量方程改写为普通方程，并 求解： 


且 


(1) 设 


-1 


'0、 


< r 


( 1' 

0 


0 


-2 


2 

2 

， a 2 = 

1 

? ~ 

1 

， P — 

— 3 

1 


1 


—1 


1 

. 1 , 


、 2 , 


、 0 ; 


、 0 . 


x x a x +x 2 a 2 +x 3 a 3 = 卢 . 


(2) 设 


«i = 


/T 


r i 1 


r 0 ' 


T 

—八 

， ^2 


， <X 3 = 

i 

，卜 

i 

i 

/T 

— i 

0 

1 


、 0 , 


i 72 , 


-0, 


39 


且 




3. 给定向量 

% = (()，一1，1，1)， a 2 =( l ， 一1，1，2)， 

» 3 =( 0 ， 1 , 1 ， 2 )， 0 ' 4 =( 2 , 2 ， 1 ， 3 )， 

a 5 二（ 0 , 一 1 ，一 1 ，一 1 )，/ 3 = ( 3 ， 1 ， 4 ， 8 )， 

将戸表成 A , a 2 , a 3 f a A , a s 的线性组合. 


4. 

将向量/?表成向量 

a 2 ^ a 3 

，& 的线性组合. 

(1) 


:(1，1， 1,1), 

«2 = 

= (1 ，1 ， 

-1,-1), 


«3 = 

:(1，一1，1，一1)， 

0*4= (1 ， 一 

1， 一 1，1 ) ， 



(1,2, 1,1). 




(2) 


=(1,1,0,1), 

«2 = 

=(2, 1 

,3,1), 


«3 二 

=(1,1,0,0), 

= ( 0，1 

，一1 ， 一 1 ) ， 


/?= 

(0,0,0,1). 





5. 判断下列向量组是否线性相关. 


(1) 


(1,3, 5, -4,0), 


(1，3,2，一2，1)， 



(1，一 2 ? 1»— 1，一 1)? 

a 4 = 

(1，一4，1，1，一 1 ). 

(2) 


(1 ，一2，3, 一 4) ， 


(0，1, — 1，1)， 



(1,3, 0，1)， ' 


(0,-7,3,1). 

(3) 

七= 

(1,2,3,-1), 

a 2 = 

(3,2，1，一1)， 



(2,3，1，1)， 

a 4 = 

(2,.2,2,-1), 


«5 = 

(5, 5, 2,0). 



(4) 


(1 ，一1，0,0,0)， 

0^2 = 

:(0,1，一1，0,0)， 



(0,0，1，一1，0)， 

<Xa = 

(0,0,0，1，一1)， 


= 

(-1,0,0,0,1). 




6. 证明向量组 A fCc ZJ a 3 与向量组 ^4-^2^2+^3^3 +ai 线性 
等价， 

7. 设 a ”％ ，•••，％ 线性无关，证明 a x , a x + a 2 , — - 

+ A 线性无关. 

8. 证明 ：如果 向量组％，〜，•••，《,线性无关，而七，《 2 ，…，仏，/? 
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线性相关，则卢可被向量组 ，…， 《, 线性表示. 

9. 证 明：一 个线性无关向量组的任一个部分组也线性无关. 

10. 证明： 如果一个向量组有一个部分组线性相关，那么该 
向量组也线性相关. 

11- 给定 〃维 向量组 

^ (“1丨， a 12 ，…， 

0； 2 = (a 2 i ， a 22 ，…， ) ， 


^rn ~ (<3 ml ，心,2，…， “_) ， 

从每个向量中去掉第 ^ ， … W, 个分量，得到一个维的新向 

量组 M ，％，•••，‘. 证明： 

(1) 若 y，o/ 2 ，•••，‘线性无关，则％，々，“•，‘也线性无关； 

(2) A ，a 2 ，•••，〜线性相关，则，••*，‘也线性相关. 

12. 给定 n 维向量组 

~ (<2j ； ,(2 12 » **' ) * 

a 2 = (“ 21 ，“ 22 ，… ,a ln ) , 


a w = (a„' ， a m2 ， … ， a mn ) ， 

P = ( b '， b 2 ，…， b n ) ， 

对它们的分量做如下变化 

(1) 把第 ，个分 量与第7个分量 互换； 

(2) 把第/个分量乘以非零常数 

(3) 把第 j 个分量加上第 z 个分量的々倍. 

设经过上述三种变换的任一种后得到新向量组 〆 ， 〆 ，•••,(4，#， 
证明： 

(1) 若々，〜，•••，'线性无关，则《;，乂， …，‘ 也线性 无关； 

(2) 若 q ， a 2 ，…，〜线 性相关，则‘…，<4也线性 相关； 

(3) 若 P 能被 a 19 a 2 , …，线性表示，则#也能被4，<，••*， 
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a m 线性表示. 

13. 证明： 向量组 A ， a 2 ，…线性相关的充分 
必要条件是，至少 有一个 a , 可被 a , ，〜，•••，&，线性表示. 

14. 求下列向量组的极大线性无关部分组和秩. 

(1) % = (― 1，0，1，0， 0) ， a 2 二 （1 ，1，1，1， 0) ， 

a 3 =(0， 1，2，1， 0). 

( 2 ) = ( 1 , 0 , 0 ) , a 2 = ( \, 1 , 0 ) , 


a 3 =( l ， 1，1)， a 4 =(0， 1， 1)， 

= (0 ， 0 ， 1 ) • 

(3) 0^ = (2， 3，1， 1)， a 2 =(4， 6，2， 2)， 

0^ ^ (0 ， 1 ， 2 ， 1) ， a 4 = (0，一 1，一2, 一 1). 

* 15. 证明： a 、， a 2 ，…，气是向量组 ， a 2 ，…，％的极大线性无 
关部分组当且仅当下述两条 成立： 

( i ) 气，' ，… ， a 〜 线性 无关； 

( ii ) A ，％，、 ，…，气线性相关，其中 a , 为 〜，々，•••，&中任一 

向量. 

16. 已知〜，〜，•••，《,的秩为 r ， 证明其中任意 r 个线性无关 
的向量都构成它的一个极大线性无关部分组. 

17，设〜，(^，…，的秩为 r ， 而0^，0；, 2 ，…， 气是其中 r 个向 
量,使每个 aG ‘ = 1，2, …， O 都能被它们线性表示，证明'，'，•••， 
气是 七，《 2 ，…，化的 一个极大线性无关部分组* 

18. 证明 ：如果 向量组 （ I ) 可以由向量组 （ 1 )线性表示，那 
么 （ I ) 的秩 <( I ) 的秩 • 

19. 设 a 19 a 2 ,*^, a n 是一个 n 维向量组，如果 n 维单位向量 
£ i ， e 2 ，•••，£„可被它们线性表示， 证明: 《 i ， a 2 ，•••，《„线性无关. 

20. 设巧，％，…，是一个 w 维向量组，证明:〜，《 2 ,…，线 
性无关的充分必要条件是，任一个 n 维向量都可被它们线性表示. 

2 L 证明一个向量组的任一线性无关部分组都可扩充成它 
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的一个极大线性无关部分组. 

22. 设〜 ， a 2 ，… ， a r 与 q ，〜，…， a r , a rf 〗 ，…， a , 的秩相同，证 
明它们线性等价. 

23. 设 A = A + + …+ a r ，1 % + a 3 + …+ a r ，…， 

/^^^+〜十…十‘十证明： /? i ，/? 2 ,…， A ■与 , a 2 , *•', a r 的秩相 

同. 


§3 矩阵的秩 

在上一节中，我们在线性方程组和 n 维向量之间建立了联系， 
并讨论了 n 维向量空间的一些基本概念和性质.下面我们把它们 
再应用到线性方程组理论中去.我们知道，一个线性方程组可以用 
一个矩阵来代表，因此，我们把矩阵当作一个中间桥梁.首先把上 
一节的结果应用于矩阵，然后再把在矩阵中所获得的结果应用于 
线性方程组. 

给定一个 wzXw 矩阵 

a 12 … a ]n ' 

. a 21 a 22 … … 


它的每一列可以看作是一个 w 维向量，它有 n 个列，组成一个 m 
维向量组，我们称之为矩阵 A 的列向 量组. 同样，它的每一行可以 
看作一个 n 维向量，它有 m 个行，组成一个 n 维向量组，我们称之 
为矩阵 d 的行向 暈组. 

定义 一个 矩阵乂 的行向量组的秩称为 A 的行秩，它的列向 
量组的秩称为 Z 的的 列秩. 

为着研究矩阵的行秩和列秩，我们在矩阵上定义初等变换如 
下： 

_义对矩阵 A 的行(列）施行如下 变换： 
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( i ) 互换两行(列）的位置； 

( ii ) 把某一行(列)乘以一个非零常数 o 
( Hi ) 把某一行(列）加上另一行(列）的々倍. 

上述三种变换中的每一种都称为矩阵 A 的初等行 (5 U ) 变换. 

如果把矩阵 Z 看作某个线性方程组的增广矩阵，那么它的行 
变换与方程组的初等变换一致.但解方程组时不允许做列初等变 
换，而矩阵本身可以做列初等变换. 

注意矩阵的行(列）初等变换都是可逆的. 因为： 

(1) 如 X 经过互换两行(列)变成矩阵 A 则召经互换 
两行(列)就变回矩阵 A ; 

(2) 如乂第/行(列)乘以非零常数 r 后变为矩阵则万的 
第/行(列)乘以1八即变回矩阵 

(3) 如 X 的第_;行（列）加上第^行（列） 的々 倍后变成矩阵 
5,则 B 的第行(列）加上第 7 行(列）的一々倍后即变回矩阵九 

由此可 知:如 果矩阵 Z 经过若干次初等行、列变换化为矩阵 
则 B 也可经过若干次初等行、列变换化为矩阵儿 
命题 3.1 矩阵 A 的行秩在行初等变换下保持 不变; 矩阵乂 
的列秩在列初等变换下也保持不变. 

证只证行秩在行初等变换下不变，列秩的证法相同，不必重 
复. 

设 Z 的行向量组为心，％，…，‘. 

( i ) 互换 A 的两行相当于把巧，々，…，‘中 a , 与％两向 
量调换一下位置，所得新向量组显然与原向量组线性 等价； 

( ii ) 把乂的第/行乘以 c 祥0,所得新矩阵的行向量组为 a 5 , 
…，成,.，… 9 a m . 因为 

a { = — • ( ca -) , ( ca , ) = r • a , ， 
c 

故新向量组与原向量组能互相线性表示，即线性等价； 

( iii ) 把 A 的第 J 行加上第 2 行的々倍后，所得新矩阵的行向 
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量组为 




(凡未写出的都与原来相同 ）• 因为 


a } = ( a } + ka t ) + (—々）•％， 

{a } + ka,) = a } k * a } , 

故新向量组与原向量组能互相线性表示，即线性等价. 

根据命题 2.5 的推论2,线性等价的向量组的秩相同，故矩阵 
A 经过一次初等行变换后其行秩不变.那么，经过任何次初等行变 
换后行秩也不会变化 .■ 

在进一步讨论之前，先介绍一个概念.把矩阵 A 的行与列互 
换之后，得到一个” Xm 矩阵 ' 



a n 

a 2\ 

• ♦ • 

^m\ 

A f = 

1 

a \2 

* 

• 

♦ 

a 22 

• 

• 

• • • 

dm2 

• 

• 

• 

1 

i 

1 

^\n 

a In 

參 * ♦ 

^mn 


W 称为矩阵 Z 的转置矩阵.在本书中，我们固定用 W 表示矩阵 X 
的转置矩阵，下面不再重复说明.注意，中元素的下角标不再代 
表它所在的位置. 


例如，设 


Z = 


1 



I 0 1—1 

则其转置矩阵为 

一 1 2 

0 4 

= 1 1 


3 - 1 

0 1 

0 2 

0、 

1 

-1 . 


3 0 0 

— 1 1 2 . 

因为矩阵4的行向量组变成 W 的列向量组，所以 Z 的行秩 
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等于 A 的列秩 • 同样 M 的列向量组变成，的行向量组，所以 A 
的列秩等于 W 的行秩. 

命题 3. 2 矩阵 A 的行秩在列初等变换下保持 不变; 矩阵 A 
的列秩在行初等变换下也保持不变. 

证 分两步证明. 

(1) 先证乂的列秩在行初等变换下保持不变•设 A 的列向量 
组为 <，0； 2 ,…，，其列秩为 r . 不妨设 a ^ a 2 , — , a r 为列向量组的一 
个极大线性无关部分组.假定 A 经初等行变换后所得新矩阵的列 
向量组为，4, …， 乂，我们只要证 a ; ，•••，/是它的一个极大 
线性无关部分组就可以了. 

(!) 先证 a ' i ， …，/ 线性无关•以 A , a 2 , ••- , a r 为列向量排成 
一矩 阵反因 a : , a 2 ,-, a r 线性无关，故以 B 为系数矩阵的齐次线 
性方程组只有零解;另一方面，以…，/为列向量排 成矩阵 
B '， B ' 可由 S 经初等行变换得到 • 由命题1.1，以及为系数矩阵 
的齐次线性方程组和以 B 为系数矩阵的齐次线性方程组同解，因 
而也只有零解.故4¥线性无关. 

( ii ) 再证任一 a ; 可被 a ; ，&，•••，<线性表示.为此，考察以 
仏，％，…，为列向量组的矩阵 S •因0 1 ,可被七，％，…， QT r 线性表 
示，故以忑为增广矩阵的线性方程组有解;另一方面，以4，《【，•••， 
a ：, a ； 为列向量组的矩阵瓦可由 S 经初等行变换 得到. 由命题 
1. 1，以瓦为增广矩阵的线性方程组和以忑为增广矩阵的线性方 
程组同解，因而也是有解的•这说明 W 可被¥，¥，•••，<线性表 
示. 

(2) 现在证 Z 的行秩在列初等变换下不变.考察 A 的行 
向量组是 W 的列向量组 ，对/ 做列初等变换等价于对 W 做行初 
等 变换. 根据（1)，，的列秩在行初等变换下不变，这说明^的行 
秩在列初等变换下不变 .■ 

综合命题 3. 1和 3. 2,矩阵 Z 的行秩在行和列的初等变换下 
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都保持不变，其列秩也有同样的性质.我们来看一看，同时对 A 做 
行和列的初等变换能把它变成什么样子. 

我们假定 A 的元素不全为零（否则， A 的行秩和列秩都是零， 
这可以先排除在外). 

(1) 在矩阵 A 中， 如果〜 = 0,我们就在矩阵中找一个不为零 
的元素，设为先对换1两行，再对换1 y 两列，这就把叫调换 
到第1行第1列的位置上.所以我们总可以假定 an ^ O . 

(2) 若 a u ^0, 利用初等行变换把 Z 变成如下形状 


. 0 b tl … 

A —— ► 

• • 

♦ • 

« 攀 

. 0 心 2 

然后再利用初等列变换把 A 进一步变为 

1 0 0 • 
. 0 b 2 2 ^23 * 


i 0 … j 

如此继续对右下角的 (m — l ) X(n —1) 矩阵重复上述步骤. 

经过连续施行上述初等行、列变换之后，矩阵 A 可变成下列 
三种阶梯形之一 



时) ■ 时） 时） 

上述三种阶梯形矩阵称为 A 的标准形 .设标准形中1的个数为 r ， 



则标准形的行秩和列秩都是 r . 这是 因为: 它的前 r 个行向量即为 
其行向量组的极大线性无关部 分组; 它的前 r 个列向量也是其列 
向量组的极大线性无关部分组. 

由命题 3. 1和 3. 2,4的行秩等于其标准形的行秩， A 的列秩 
等于其标准形的列秩，而标准形的行秩和列秩相等.由此，我们得 
到如下一个重要 结论： 

命题 3. 3矩阵的行秩等于列秩. 

定义 一个矩阵 A 的行秩或列秩称为该矩阵的秩，记作 

rU ). 

因此， KA ) 既是4的行向量组的极大线性无关部分组中向量 
的个数，也是 A 的列向量组的极大线性无关部分组中向量的个 
数.从命题 3 . 1 和 3 . 2 可以得到矩阵秩的如下计算方 法:利 用初等 
行变换或列变换把它化为阶梯形(不必化为标准形），容易看岀，阶 
梯形矩阵的秩就等于其阶梯数.如果要求向量组的秩，可以把它按 
横的方式排成一个矩阵，也可按竖的方式排成一个矩阵，然后计算 
矩阵的秩就可以了. 

例 1求下面向量组的秩 

~ ( 11 —1，0，1，1)， a 2 = (2, 一 2,0,2,2)， 
a 3 =( l ， l ， l ，0,0)， a 4 = (2,0， l ， l ， l ). 

解把它们作为行排成 4 X 5 矩阵，再用初等变换将矩阵化为 
阶梯形 


1 

- 1 

0 

1 

V 


1 

- 1 

0 

1 

1 

2 

- 2 

0 

2 

2 : 


0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

W 

0 

2 

1 

-1 

一 1 

.2 

0 

1 

1 

L 


-0 

2 

1 

-1 

- L 


1-1 0 1 1 ' 
0 2 1 - 1-1 


0 0 0 0 0 

-0 0 0 0 0 



最后阶梯形矩阵的秩为2,故原矩阵秩为2,因而向量组的秩也是 
2. 如果再使用列初等变换，最后的阶梯矩阵又可以进一步化为如 
下标准形 

1 0 0 0 ()' 

0 10 0 0 

0 0 0 0 0 5 

-0 0 0 0 0 . 


它包含两个1，秩为 2. 

例2 求下面向量组的极大线性无关部分组 

七=(2,0，1，1)， a 2 = ( — 1，一 1，一 1，一 1)， 

a 3 =( l ， 一 1,0,0), «4 = (0,一 2，一1，一 1). 

解在本例中要求的是极大线性无关部分组，而不只是秩*我 
们采用如下 办法: 把这向量组作为行排成一个矩阵，同时把该向量 
的希腊字母写在它的右方 


A = 


" 2 

0 

1 

1 


— 1 

一 1 

一 1 

—- 1 


1 

一 1 

0 

0 

«3 

, 0 

一 2 

-1 

1 

« 4 , 


然后对上面的矩阵做行初等变换(现在不能做列初等变换了），在 
这过程中右边的用希腊字母标出的向量也跟着变.这样，在变换过 
程中，每个行向量永远等于右边用希腊字母表示的向量. 


A 


' 1 - 

— 1 

0 


0 

V 


1 

-1 

0 

0 



2 

0 

1 


1 



0 

2 

1 

1 

- 

2« 3 

-1 - 

~ 1 ^ 

- 1 

_ 

1 



0 

— 2 

-1 - 

- 1 

a 2 + 


. 0 - 

— 2 - 

— 1 

— 

1 



.0 

— 1 

- 1 - 

— 1 

a 4 

, 



1 - 

— 1 


0 

0 


^3 

> 





_^ 

0 

2 


1 

1 


- 

2«3 






0 

0 


0 

0 


+ a 2 

一 a 3 

• 






0 


0 

0 


— 2 % + a 4 y 
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矩阵化成阶梯形后，可看出其秩为2,故原向量组的秩为 2,其极大 
线性无关部分组向量个数为 2. 另一个方面，最后两个行向量为 
零，这表示 

% 十 = 0， a } — 2 ^ + a A = 0. 

从这两个向量方程解出两个向量 

a 3 = % + a 2; « 4 = a i + 2a z . 

于是整个向量组可被 A ，《 2 线性表示，因而原向量组与线性 
等价.已知其秩为2,那么的秩也是2,因而它线性无关.这说 
明即为原向量组的一个极大线性无关部分组. 

上面所介绍的，是求一个向量组的极大线性无关部分组的一 
般性方法. 


习 



1. 计算下列矩阵的秩. 


( 1 ) 


(3) 


ro 1 1 -1 2 

0 2 — 2—2 0 

0 —1 —1 1 1 

1 1 0 1 —1 J 

14 12 6 8 21 

6 104 21 9 17 

7 6 3 4 1 

35 30 15 20 5 J 


( 2 ) 


(4) 


1—12 1 0 ' 
2-2 4 -2 0 

• 

3 0 6 -1 1 ' 

-0 3 0 0 1, 

10 0 1 4' 

0 10 2 5 

0 0 1 3 6 ; 

1 2 3 14 32 

.4 5 6 32 77, 


(5) 


1 0 
1 1 
0 1 
0 0 
0 1 


1 0 
0 0 
1 0 
1 1 
0 1 


0 

0 

0 

0 

1. 


2. 求下面向量组的极大线性无关部分组和秩. 
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(1) a 1 = (6>4) l » —1，2)， g 2 = (1，0,2,3, 一4)， 

a 3 = ( l ，4，一 9，一16,22)， a 4 =(7， l ，0，一 1，3). 

(2) 七=(1，一1，2,4)， a 2 =(0,3， l ，2)， 

心=(3,0,7，14)， a 4 =( l ，一 l ，2,0)， 

a 5 = (2， l ，5,6). 

3. 设为 mXw 矩阵. 

(1) 若以 A 〜 B 表示 X 可以经过行、列初等变换 化为万 ，证明 
〜是矩阵的集合中的等价关系. 

(2) 若以 Z 〜 月表示 Z 可以经过行初等变换化为仏证明〜 
是等价关系，并且「(4)=饥时 A 可单用行初等变换化为如下形 


••• C ， 

0 

1 , 

其中 C 为 mX(n — m ) 矩阵. 

(3) 若以乂〜5表示 Z 可以经过列初等变换化为 B ， 证明〜 
也是等价关系，并且 r ( A ) = n 时 Z 可单用列初等变换化为如下形 
式 

1 0 . 

1 


I C J 

其中（：为 (m — n ) Xn 矩阵. 

4. 如果单用初等行变换把矩阵4化为阶梯形矩阵 K 证明 
rG 4) 等于 F 中不为零的行向量的数目（即 F 的阶梯数). 

5. 求下面矩阵的秩 
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/ 行 

■/行 


Z ' 列 J 列 

(空白处的元素均为零). 

6. 证明： 对任一矩阵 A ，有 rM )= K ，）. 

7. 给定 mXn 矩阵乂， mXs 矩阵把它们并排放在一起得 
mX (” + d 矩阵 C = ( AB ). 证明 



8 . 


max ( r ( A ) , r ( B )) ^ r ( C ) ^ r ( A ) + r ( B ). 
给定两个 mXn 矩阵 


A = 


<2„ a 12 … a ln ' 


b n •- b ]n 

U 2l a 22 *" a 2n 


^21 b 22 ••- b Zn 

« • • 

• • • 

% • 4 

， B = 

• • • 

• 9 • 

^m\ 以携 2 ••• ^mn , 


九 1 匕 2 … b mn . 


令 

屮】十 〜 a u + b n — a ln + b u ' 

a 2X + b 2X a 22 -f b Z2 ••• a 2n + b 2n 

C = , 

• • • 

• « # 

• • • 

,^»il t ^m\ a w 2 ^mZ a mn I b mn ‘ 

证明： r ( C )< r ( A )+ r (5). 

9. 设矩阵 乂 经初等行变换变为矩阵5,以力，《 2 ，…， &和 
/^，/^，•••，氏分别代表义，^的列向量组.证明 ：若对 某一组数怂， 
是2,…，有 
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+ k 2 a z + ••- + k n a n = 0 , 
















那么 


々 lA + 々2馬 + …+ ~ 0. 

10. 设 Z 是一个 mXn 矩阵，从中任取5行，得一 sX / z 矩阵 
S . 证明 

r(B) ^ r(A) + s — m. 

11. 设 A 是一个 mXn 矩阵，且 r ( Z ) = 0 或1.证明存在数 

⑷必，…，‘；〜，心”…，乂，使 

a A a x b 2 … a'b: 

a 1 b l a 2 b 2 … a 2 b n 

A = . 

♦ • * 

• • ♦ 

♦ • • 

P-mbx a m b t … a m b n/ 

§4 齐次线性方程组 

在做了上面一系列准备工作之后，我们就可以着手来解决本 
章开头所提出的线性方程组理论的三个基本问题了.这一节先来 
讨论齐次线性方程组.它比较简单，但又是整个问题的核心部分， 
解决了它，其它部分即可迎刃而解. 

齐次线性方程组的基础解系 

考察齐次线性方程组 

a\\^\ + a 12 x 2 + …+ a ln x n = 0, 

« 2 i^t + a 22 :r 2 + …+ a ln x n = 0 ， 

J ( 1 ) 

" + CLmt^l + *•' + 0. mn X n = 0 . 

它的任意一组解 

Xi = ^ ， X 2 二々 2 ， … , X n = k n 

可以看成一个 〃 维向量 Uph ， …， t )， 称之为线性方程组 (1) 的一 
个解向量.显然，非齐次线性方程组的一组解也同样可以看作一个 

53 




n 维向量.因此，以后我们一般把线性方程组的一组解当作一个向 
量来处理. 

齐次线性方程组 (1) 的解具有如下 性质： 

( i ) 如果7! = (々1 ， k 2 , …， k n )， r / 2 = (“，【”••• ，/„)是方程组 （1) 的 
两个解向量，则 

7】+ 72二 （走1 + A ，走2 + ,2， ..." I - Z n ) 

也是方程组 （1) 的解向量； 

( ii ) 如果 ，…， D 是方程组⑴的一个解向量，则对 
任意数 h 有 

是7 = …，是々 „) 

也是方程组 (1) 的解向量. 

这两条性质只要直接代入方程组进行验证就可以了.例如对 
性质(1)，有 

n 

y]aijkj = 0 0 . == 1 ， 2 ,… ,m ) ； 

n 

aijlj = 0 (i = 1 , 2 ,*** f?n) t 

)=i 

两式相加，得 

n n n 

^a {j kj + 2 a^lj = ^a {j (kj + lj) = 0 . 

这表示 7 i + ? 2 是方程组 ; (1)的一组 ^ .性质 (2) 请读者自行验证. 

根据性质 ( i )，（ ii ) 可知，如果 H ， …，仏是方程组 (1) 的一组 
解向量，则它们的任意线性组合 + 仍然是方程 

组 (1) 的一个解向量. 

定义齐次线性方程组 (1) 的一组解向量 U 2 ，…4如果满 
足如下条件 

( i ) 71 ，仏，…，％线性无关； 

( ii ) 方程组 (1) 的任一解向量都可被 U 2 ，…4线性表示. 
那么，就称％，? 2 ，…，7,是齐次线性方程组 (1) 的一个基础解系. 
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如果把方程组 a ) 的全部解放在一起看成一个向量组（一般 
说，它包含无穷多个向量），那么，基础解系（如果存在的话)实际上 
就是它的一个极大线性无关部分组.从这个意义上说，基础解系可 
以作为方程组 （1) 的解的一个代表系.知道了基础解系，做它的全 
部线性组合，就得到方程组的全部解.这样，齐次线性方程组解的 
研究可以归结为对它的基础解系的研究. 

应当 指出： 如果齐次线性方程组 （1) 只有零解，那么它就没有 
基础解系.但为着叙述上的方便，我们说这样的齐次线性方程组的 
基础解系包含零个向量. 

为了研究方程组 （1) 的基础解系，先需要一个简单的命题. 
命题 4. 1如果向量组《!，％，•••，&线性无关，而向量卢可被 
它线性表示，则表示法是唯一的. 

证 设有两种表示法 

/?= k ] a l + k 2 a 2 + *'* + k s a f 

=+ h a 2 + •*' + 

则有 

(^i ~ l\) a \ + (k 2 — + …+ ( 怂一 / 5 )a s = 0. 

因为 ai ， a 2 ，〜， a ^ 线性无关，故必有 

k] — = k 2 ~ 1 2 •- = k % — I, = 0 . 

即两个表示法相同.丨 

齐次线性方程组 (1) 的系数矩阵为 

^11 ^ 12 … 

a 2] a 22 ― a 2n 

A = . 

• • • 

• • 4 

• • « 

、“ ml ^m2 *** ^mn y 

定理 1 齐次线性方程组 (1) 的基础解系存在,且任一基础解 
系中解向量个数为 n — r ， 其中 n 为未知量个数，而 r 为系数矩阵 A 
的秩 r ( A ). 

证因为方程组 （1) 的任意两个基础解系（如果有的话)是互 
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相等价的，因而秩相等.它们又是线性无关的，秩即等于其向量个 
数，故任意两个基础解系中包含相同数目的向量.因此，我们只要 
找出一个基础解系，其中包含 r 个向量，定理就得证了. 

设矩阵 A 的列向量组为 A ，％，••_，〜.如果 r ( A)=r = w ， 即 Z 
的列向量组线性无关，则方程组 (1) 只有零解，其基础解系包含 

n _ r ~ n 一 w ~0 

个向量，定理成立. 

下面设 r < n .设化，〃 2 ,…，仏为 乂的列 向量组的一个极大线 
性无关部分组.把方程组 （1) 写成向量形式 

工十 x 2 a 2 + ••• + x n a n = 0. (2) 

因为〜 ”〜 2 ，…， k 均能被〜，々，•••，&线性表示，按命题 2. 3,它 
们的任一线性组合也能被 A ，《 2 ，…，〜 线性表示.再由命题 4. 1，表 
示法是唯一的.因此，任给 Xr + xyXr ^2，-^ X n 一组数值 

^ r +1 = 々 r +1 ，工 r +2 = ^+2，…，工《 =是”， 

则因 —(々 r + i « V+i + … +^ a „) 能唯一地表成的线性 
组合，所以存在唯一的一组数 I ，…， t 使 

方 1«1 + …+ K<^r + k r+l a r+i + ••- + k n a n = 0 . 

这 说明： 

( i ) 方程 (2) 中未知量 i +1 ，…， 二任取一组数值，都可唯一确 
定未知量^，…， a 的一组值，从而得到方程组 (1) 的一 组解； 

( ii ) 方程组的两组解％，? 2 ，如它们在，•••，&处取的值相 
同 

7 i = ( * ，…， * ，々… ，… 上）； 

? 2 = ( * ， … ， * ， k r+ ” …， kj 

(其中星号 * 表示该处数值无需具体标出），则 % =如 

未知量: rv +1 ，…，称为方程组的 自由未知置. 如果让这^ 一 r 
个自由未知量中某一个取值1，其余取值零，就得到方程组 （1) 的 
一组解 • 这样一共可得 n ~ r 个解 
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1 , 0 ,-" , 0 ), 

7 2 ~ * ，…， * ，0,1， ••• ，0)， 


( 3 ) 


7 n - r = ( * ，…， * ，0, …， 0，1). 

我们来证明，…，7…是方程组⑴的一个基础解系. 

( i ) 先证 u 2 ，…， 7^线性无关.因（利用⑶式） 

^1?] + 左2?2 + …+ k n - r %- r = (*，•••，*，々】，々 2 ,…，々 „— r ) = 0， 

故 k ' = kf *= k n — r = L 

按定义知7】，仏，…，？〜线性无关 • 

( ii ) 设 d ，…， ，0 为方程组 (1) 的任一组解，命 

7’ = 々 … 7i + ~t -+ k n %— r 

= (*，•••，*，々…，是42，•••，々《)， 

V 也是方程组 (1) 的一组解，它与7在…，&处取相同的值， 
按前面的说明 ( ii )，7 = ( 从而 

V = t+l7l + t +2 72 + …+ k n 7j n — ” 

综合 ( i )，（ ii ) 即知，…，是方程组 （1) 的一个基础解 
系，它恰好包含〃一「个向量 .■ 

这个定理的证明过程实质上指出了求方程组 （1) 的基础解系 
的具体 办法： 只要设法找到方程组的某一组自由未知量，由它们可 
以唯一确定其它未知量的值，那么，轮流让某个自由未知量取值 
1，其余取值0,确定出方程组的一个解向量，这样得到方程组的一 
组解向量，它们就是一个基础解系.定理1又 指明： 不管这组自由 
未知量如何选法，其中未知量的数目都是 n — r 个. 

定理1有一个明显然而重要的推论. 

推论如果齐次线性方程组系数矩阵 A 的秩 r 等于未知量 
个数 n ， 则它只有零解.而如果它必有非零解.或者说，齐次 
线性方程组有非零解的充分必要条件是其系数矩阵的秩 r 小于 


n. 
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基础解系的求法 


根据上一段落所说的，我们只要找到齐次线性方程组 （1) 的 
个自由未知量，就可以获得它的基础解系.在§ 1中我们已经 
知道可以利用矩阵消元法来寻找方程组的自由未知量，所以矩阵 
消元法也就可以用来求齐次线性方程组的基础解系.具体说，如果 
我们通过初等行变换把齐次线性方程组的系数矩阵(因为常数项 
为零，不必考虑增广矩阵)化为阶梯形，那么，阶梯形中阶梯的个数 
r 即为系数矩阵的秩 r ( A ) .把每个阶梯左角处对应的未知量保留 
在方程组左端，其余 n - r 个未知量移到右端，此时，右端 n — r 个 
未知量任取一组值，都可以唯一决定左端 r 个未知量的值.所以， 
右端;2 — r 个未知量就是一组自由未知量(注意自由未知量的选取 
并不是唯一的）. 

例1求齐次线性方程组 


工 1 

+ 工 2 

— 3x 4 — X 5 = 

= 0, 


—^2 + 2^3 

— _r 4 = 

= 0, 

4^：i 

— 2 工 2 + 6x 3 + 3 x 4 — 4x 5 = 

= 0 , 


(如十^—2工3 + 4工 4 —7工 5 = 0 

的一个基础解系. 

解在§1的例3中已把系数矩阵化为阶梯形 


1 

1 

0 

- 3 

-1 


，1 

1 

0 

- 3 

— 1 

1 

-1 

2 

— 1 

0 


0 

2 

- 2 

- 2 

- 1 

4 

— 2 

6 

3 

- 4 

■ w 

0 

0 

0 

3 

- 1 

-2 

4 

- 2 

4 

— 7 J 


.0 

0 

0 

0 

0. 


现在 KA ) = 3,基础解系中应有 n~r=5 — 3 = 2 个向量.写出阶梯 
形矩阵对应的方程组 

'x x + x z — 3*r 4 — x 5 = 0 ， 

< 2 工 2 _ 2:3 — 2 工 4 — x 5 = 0, 

. 3x 4 — x 5 — 0. 
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移项，得 

"Xj + x 2 — 3x 4 ― 工 5, 

-< 2x 2 — 2x 4 =2x 3 + x 5 , 

l 3x 4 = x s . 

故：?： 3 ，工 5 是自由未知量. 

( i ) 取 x 3 = l ， x 5 = 0, 得一个解向量 

7 i = ( — 1 ，1，1 ，0,0). 

( ii ) 取*2： 3 = 0，：1： 5 = 1，得另一个解向量 



7 m ? 2 即为方程组的一个基础解系，方程组的全部解可表示为 

是 l 7 l + 々2?2 ， 

其中为任意数. 

例2求齐次线性方程组 


’ ^2 ~ 

- 工 3 + 工 4 

— 工 5 = 

= 0, 

工 1 + 

x 3 +2 x 4 

— 工 5 = 

= 0, 

x x + X 2 

+ 3x 4 

~2x 5 = 

= 0, 

2x x -\-2 x 2 

+ 6x 4 

— 3x 5 = 

= 0 


的一个基础解系. 

解先做矩阵消元法 


.0 

1 

-1 

1 

-r 


.1 

0 

1 

2 

— 1 、 

1 

0 

1 

2 

— 1 


0 

1 

-1 

1 

-1 

1 

1 

0 

3 

—2 


1 

1 

0 

3 

-2 

.2 

2 

0 

6 

— 3 , 


.2 

2 

0 

6 

— 3 - 

1 

0 

1 

2 

—r 


^1 

0 

1 

2 

- 1 ' 

0 

1 

— 1 

1 

一 1 


0 

1 

— 1 

1 

-1 

0 

1 

-1 

1 

-i 


0 

0 

0 

0 

0 

-0 

2 

— 2 

2 

—L 



0 

0 

0 

1 . 
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io 12 — r 
01-11-1 
oo 0 0 1 

-0 0 oo o, 

r ( A ) = 3, 故基础解系中应包含; 7 ——3 = 2 个向量.写出阶梯 
形矩阵的对应方程组 


移项，得 


+ x 3 +2x 4 — x 5 — 0, 

^ :r 2 — :r 3 十 jt 4 — x 5 二 0, 


Xc = 


0. 


A 


— 工 5 = — X 3 — 
丄 l 义 5 一 乂 3 

x 5 =0. 


2* r 4 ， 


x A , 


x 3 ，: t 4 为自由未知量. 

( i ) 取 x 3 = l ， x 4 = 0, 得一个解向量 


7 i = (- 1，1，1，0,0). 

( ii ) 取: r 3 = 0，： r 4 = l ， 得另一个解向量 


Vz = (― 2, 一 1 ， 0, 1 ， O). 

于是 H 为方程组的一个基础解系.方程组的全部解可表为 

忐 l 7 l + 是2%， 

其中为任意数. 


习题四 

1. 求下列齐次线性方程组的一个基础解系 

工1+工2+工3+工4+工5二0， 

3 X !+2 X 2 4 -工3+ 工 4 — 3工 5 = 0， 

( 1 ) < 

工 2 + 2 x 3 + 2工 4 + 6工5 = 0 ， 

{•^+仏+把十私一工 5 = 0. 
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Xj — 2x 2 + x 3 + x 4 — x 5 = 0， 

2 ^ i + x 2 — — x 4 — x 5 = 0, 

( 2 ) \ 

Xj+ 7*r 2 — 5x 3 — 5*r 4 + 5-r & = 0, 

3 a — x 2 —2 x 3 + x 4 — x 5 = 0. 

A —2x 2 +x 3 — <z 4 + x 5 = 0, 

2x x 4 - x 2 — x 3 + 2^4 ~ 3x 5 = 0, 

(3) < 

?> x x ~2 x 2 — x z -\ - x 4 —2 x 5 —0, 

2a — 5x 2 +*x 3 — 2 工 4 + 2x 5 = 0. 

2x! + 6x 2 — x 3 + 5*r 4 = 0, 

3 ^i ― x 2 + 2 x 3 —7 x 4 = 0, 

(4) ^ 

4^!+ ： c 2 — 3工 3 + 6工4 = 0， 

— 2jc z + 4x 3 — 7 j: 4 = 0. 

x z ~ x 3 + x 4 = 0, 

— 7: c 2 + 3 x 3 + x 4 = 0, 

(5) ^ 

x ； +3 x 2 — 3 x 4 = 0, 

X ] — 2 x 2 H ~ 3 x 3 — Ax a — 0. 

'2x x + x z — x 3 — x 4 + x 5 = 0, 

工 1— 工 2+ 工 3+ 工 4 _ 2 ： T 5 = 0 ， 

( 6 ) ^ 

3a 十 3x 2 — 3x 3 — 3x 4 + 4x 5 = 0， 

,4^1 + 5 x 2 — 5 x 3 — 5 x 4 + 7 x 5 = 0. 

2. 证 明:与 基础解系等价的线性无关向量组也是基础解系. 

3. 如果一个齐次线性方程组的系数矩阵 Z 的秩为 r ， 证明: 
方程组的任意 n - r 个线性无关的解向量都是它的一个基础解系. 

4•设 

«, = ( a : i ， a ( - 2 , …， a in ) (/ = 1，2，…， s ); 

爲= ( Jh ， b 2 ， …， b „). 

证明： 如果齐次线性方程组 
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a u x x + a 12 x 2 + … + a u x n = 0, 

a zl X] 4 - ( 2 22 工 2 + … + o. Zn x n — 0, 


+ a s2 x 2 + "* + a sn x n = 0 

的解全是方程 

+ b z x z + + b n x n => 0 

的解，那么#可以被〜，〜，•••，&线性表示. 

5. 给定两个齐次线性方程组 


r a n x x + a 12 x 2 + … 

a zi x l + a 12 x 2 + ••• 

1 . 

+ a Xn x n 二 

+ a ln x n = 

= 0, 

= o. 

[a^Xi + a mZ x 2 + •*' 


= 0, 

b u x x 4- b n x 2 + ••- 

+ b Xn x n = 

= 0, 

^21*^1 + 厶 22 工 2 + ••* 

< 

+ b 2n x n = 

- 0, 

+ 匕 2 工 2 +… 

+ b sn x n = 

: 0, 


如果它们系数矩阵的秩都<«/2,证明这两个方程组必有公共非零 
解. 

6. 判断下面齐次线性方程组有无非零解 

工2 +工 3 + … + = 0, 

+x 3 + … + 工„ = 0， 


[x x + x z + 工 3 + … 1 = 0 

(其中第 f 个方程缺 X ,). 

§5线性方程组的一般理论 

现在来考察一般线性方程组 
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( 1 ) 


flnx! 十 a I 2 x 2 + … + a Xn x n = b x , 
^21^1 + a 22 x 2 + … + a tn x n b” 

< 

a ml x^ H- a m 2 x 2 + *•* + a mn x„ = b m . 
其系数矩阵和增广矩阵分别是 


A = 







^11 ^ 12 … ^\n b' 

^21 ^-22 ***^ ^Zn 々 2 



在本节中，我们将从理论上对方程组 （1) 的解的情况进行详细的研 
究. 


判别定理 

首先给出方程组 (1) 有解或无解的判别定理. 

定理2 线性方程组 （1) 有解的充分必要条件是其系数矩阵 
和增广矩阵的秩相等，即 r C 4)= r ( I ). 

注意到 r ( A ) 和 KA ) 分别是将1用初等行变换化为阶梯形时 
前 n 列以及整个矩阵的阶梯数，因此，从§ 1关于矩阵消元法的初 
步理论讨论中，实际上已经得到了定理2的证明.在这里，再应用 
m 维向量空间的一般理论来给出它的另一个证明 ._ 

定理2的证明 设 r ( A )^ r . A 的列向量组记为 q ， a 2 ，…， a „， 
卢， 其中前 w 个恰为乂的列向量组.不妨设 A ，《 2 ，…，〜为 A 的列 
向量组的一个极大线性无关部分组.下面分两个方面来证明定理 
2 . 

0) 必要性.设方程组有解，证 r ( A )= r ( A ). 
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方程组有解，则 P 可被力，^，…，〜线性表示，从而可由 A ， 
&，•••，+线性表示.于是 A ，％， …，〜 也是4的列向量组的极大线 
性无关部分组，故 r (瓦） = r ( Z ). 

( ii ) 充分性.设 KA )= r (又），证方程组 （1) 有解. 

首先证必能被 A ，％，•••，〜线性表示.用反证法.如果0不 
能被 A ，《 2 ，… ，〜线性表示，考察向量等式 

k l a l + ••- + k r a r + k 卩 = 0. 

上式中必有々= 0.因若々关0,则 

K 

k a ” 

这与/?不能被 A ， a 2 ，…， QV 线性表示之假设矛盾.而々= 0时，有 

々 i tf i + …+ 々 r a r = 0. 

由0^，…， QV 线性无关，推知怂=… =1 = 0. 这一事实说明向量组 
心，％，…，％，^线性无关，故七，0： 2 ,…， a r ，戸是 A 的列向量组的一 
个极大线性无关部分组•于是 rC 5) = r + l # rG 4)， 与假设矛盾.因 
此，卢必定能被 a x , a 29 — , a r 线性表示，因而它也就能被％，0： 2 , …， 
A 线性表示(取 4 +1 ，…，4的系数为零即可).这说明方程组 （1) 
有解 . I 


解的结构 

下面再来讨论方程组 （1) 有解的情况下解的结构问题. 

把方程组 （1) 的常数项通通换成0,得到与之对应的一个齐次 
线性方程组 

’ a n x Y + a n x 2 + ••• + a u x n = 0, 

^ 21^1 + a 22 x 2 + ••• + a Zn x n = 0, / 、 


[a^x^ + a m2 x 2 + + a mn x n ― 0. 

方程组 (2) 称为方程组 （1) 的 导出方 程组. 方程组 (1) 与 (2) 的解之 
间有如下关系： 
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( i ) 设 

乙 =(q, c 2 ， … ， c n ), 7 2 = , d z , , d n ) 

是方程组 （ l ) 的两个解向量，则 m 是方程组 （2) 的一个解 
向量； 

( ii ) 设 c 2 ， …， G ) 是方程组 （1) 的一个解向量，而7 
= d ，々 2 ， …， D 是方程组 （2) 的一个解向量，则 y^/o + 7 是方 
程组 （1) 的一个解向量. 

这两条性质只要直接验证就可以了.例如，对性质 ( i )， 有 

n 

a n c j = h 

} 0 . = 1 ， 2 ,… ， m) t 

n 

' y ^ i a * a 1 二厶, 

尸 1 

两式相减，得 

n rt n 

j = j j—\ j = \ 

这表示 1= H 是方程组 (2) 的解.性质 ( ii ) 请读者自行验证. 

从上面两条简单的性质可以知道，如果给定方程组 (1) 的某一 
个解向量 y 。， 那么，对于方程组 （1) 的任一个解向量 w-w 是 
方程组 (2) 的一个解向量，故 y 可表示为 

r ^ r 0 + ^ 

反之，7。加上方程组 (2) 的任一解向量7就得到方程组 (1) 的一个 
解向量.如果设方程组 (2) 的一个基础解系为％，％，…则方 
程组 (2) 的全部解可用下式表出 

是 1?1 + 是 2?2 + …+ ^n-rVn-r* 

从而方程组 (1) 的全部解可表示为 

y ~ ^0 ^ l 7 l + 是2?2 + …+ 是” 一7 …， (3) 

其中 h ，々 2 ，…人 _ r 可取任意数. 

定理3在 rG 4)= KZ ) 的条件下，有 
( i ) 如果 r ( A )=« ，则方程组 (1) 有唯 一解； 
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( H ) 如果 r ( Z )< 〃，则方程组 （1) 有无穷多组解，其全部解可 
由某一特殊解'和它的导出方程组 (2) 的一个基础解系用 （3) 式 
表示. 

证 （ i ) 如果，则/ I 的列向量组…， A 线性无 

关， 万的最 后一列/?被 A ， a 2 ，…， a 线性表示的表法是唯一的（命 
题 4. 1)，故方程组 （1) 的解唯一. 

( ii ) 如果 K 4)<〃， 则齐次线性方程组 （2) 有基础解系，其正 
确性已在前面讨论中获知 .■ 

至此，本章开头所提出的关于线性方程组解的三个理论问题 
全部获得解决. 

根据定理3,求方程组 （1) 的全部解可由下列两部分工作组 
成： 

G ) 求方程组 （1) 的某一特解 

( ii ) 求导出方程组 (2) 的一个基础解系. 

最后，代入公式 （3) 即得方程组 (1) 的全部解•而这两部分工作可用 
矩阵消元法同时进行. 

例1求方程组 

■工 1— 了2 + 1， 

2x f + x 3 — = 2 ， 

. 3^! — X 2 — X 3 — J ： 4 — x 5 = 0 

的全部解. 

解 写岀方程组的增广矩阵，对它做初等行变换化为阶梯形 





其中可取任意数. 


数域的概念 


读者可以看到，本章中所涉及到的数的运算仅有加、减、乘、除 
四种.根据§ 1最后所作的说明，我们在讨论本章的各项课题时， 
实际上都可以限制在数的某些范围内进行. 

定义由某些数组成的一个集合 X ，如果其中至少包含两个. 
不同的数，且它对数的加、减、乘、除四种运算是封闭的，即尺中任 
意两个数相加、相减、相乘、相除(但不能以0作除数)所得的数仍 
然属于 K ， 则 K 就称为一个数域. 

例2全体有理数所成的集合是一数域.这个数域通常用字 
母没表示，称为有理数域. 

例3全体实数所成的集合是一数域.这个数域通常用字母 
^表示，称为实数域. 

例4全体复数所成的集合是一数域.这个数域通常用字母 
貧表示 ，称为复数域. 

例 5全体形如 祝的数 （其中是有理数）的集合是一 
数域，因为不难验证它对加、减、乘、除是封闭的.由于这里仅 
限于取有理数值，所以这个数域只是复数域的一部分. 

全体整数所成的集合不是数域，因为它对除法不封闭. 

有了数域的概念之后，前面的讨论都可以限制在某个数域内 
来进行.例如，以数域 K 的元素作系数和常数项的线性方程组，我 
们称之为数域 K 上的线性方程组.对这样的方程组的一切讨论， 
包括它的自由未知量的取值等等，都可以限制在数域尺内来进 
行.又比如，讨论以数域尺的元素作分量的全体;2维向量所成的 
集合，这个集合关于向量加法以及与 K 中元素的数乘运算是封闭 
的，因而，对它的讨论也可以限制在数域 JC 内进行，我们就称之为 
数域 K 上的 n 维向量 空间. 例如实数域烫上的； z 维向量 空间; 复 
数域賞上的〃维向量空间，等等. 
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把问题限制在某个数域内来讨论，这对某些问题是重要的.本 
书后面的章节中将要涉及这一点，因此在这里对数域的概念预先 
作一介绍，以使读者有所准备. 


习题五 


1. 求下列线性方程组的一个特解'和导出方程组的一个 
基础解系，然后用它们表出方程组的全部解. 

2- r z + x 3 — x 4 + * r 5 = l ， 

x ] 4- 2x 2 — x 3 4 - x 4 — 2 x 5 = 1 ， 

( 1 ) ^ ' 

4x ； — 10-r 2 + 5x 3 — 5x 4 + lx^ = 1, 

.如 一 1 4: r 2 + 7* r 3 — 7: r 4 +1 l : r 5 = — 1 . 

^ x l J r \ 2 x 1 +17 x 4 —4, 

6xj + 3 x 2 + 3x 3 + 8x 4 ~4, 

(2) ^ 3x, + 6 x 2 + 6x 3 + 1 3x a = 2 , 

Xi + 6 x 2 + 2 x 3 + 9 x 4 = 0， 

.6^! + 5-r 2 — x 3 + 7 jc 4 = 3. 

2. 证明 ：如果 ，…， 7, 是一个线性方程组的解，那么 H 
+H + …+々1(其中怂 +h + …+馭 =1) 也是一个解. 

3. 在什么条件下 n 个平面 

A { x -|- B,y + CiZ + D , = 0 ( z ’ = 1 ，2，…， n ) 

通过同一点？在什么条件下它们通过同一直线？ 

4. 给定线性方程组 

"^ 11-^1 + a 12 x 2 + …+ a Xn x n = b x , 
a 21 x ] + a 22 : c 2 + …+ a 2 n x n = b ” 


令 


ia nl x x + a nZ x 2 + ••• + a„„x n = b„‘ 
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A - 

^11 ^12 … <^U 

<^21 ^22 *'* a %n 


a \\ a \2 *** d\n 

<^21 a 22 *" a Zn ih 

_ « • • 

• • • • 

• • • • 


♦ 會 ♦ 

• • « 


a nl a nZ ••• a nn b n 

Jh b 2 … b n 0. 


证 明:若 r ( A )= rCS )， 则方程组有解. 

5. 给定方程组 

ax x + ax z + + ax n . x + bx n = b x , 
ax x 4- ax 2 + …+ bx n - x + ax n = b 2J 


[bx 1 + ax 2 + ••• + ax n - x + ax n = b H , 

试对〜纟及 ，…，乂讨 论方程组何时有解？有解时有多少组 
解？ 

6. 设 y 。 是线性方程组的一个特解， U 2 , …，7,是其导出方 
程组的一个基础解系.令 

^ = ^0 + 71 ， A = 7。+ %，…，厂 = K + 7” 

证明: 线性方程组的任一解/可表成 

y = 々 。: ^ H + …+ k s r s , 

其中是。 +々 i + …+怂 =1. 

7. 证 明：全 体形如 a + 取有理数）的数所组成的 

集合是一个数域. 

8. 证 明:一 个数域 K 内必包含 0，1 两个数.又若 a 属于数域 
则 1/ a 也属于数域 K . 

9. 证 明:有 理数域$包含在任意一个数域 K 之中. 

10. 举出一个具体的数域，在其中开方运算并不总能进行 
(即 K 内有一个数〜使方程: r 2 —a = 0 在 K 内没有根). 
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第二章矩阵代数 


在第一章里，为了讨论线性方程组，我们引进了矩阵的概念. 
这个概念在线性方程组的理论中发挥了重要的作用.但是在那里， 
矩阵还仅仅是一个“表格”，其内容还是比较贫乏的，这就使它所起 
的作用受到很大的限制.在这一章里，我们将要在矩阵之间引进某 
些运算，从而充实了矩阵概念的内容，使它丰富起来.这样，不但对 
我们进一步研究线性方程组是有用的，而且也大大扩充了矩阵的 
应用领域，使它在数学以至自然科学、工程技术的许多问题中都成 
了一个有力的工具. 

本章的主要内容是介绍矩阵的加法、数乘和乘法三种运算以 
及与这三种运算相关联的一些命题和定理.本章的内容在矩阵理 
论和实际应用中都具有基本的意义. 

§1矩阵的运算 

在这一节里，我们给出矩阵三种基本运算的定义和一些基本 
性质. 


矩阵的加法和数乘 


定义给定 数域尺 上两个 mXn 矩阵 



a n a l2 … a ln 


b n 


… b ln 

A = 

a 2 i o. zt … a 2n 

參# ♦ 

• • » 

， B = 

占 21 

• 

• 

办 22 

• 

争 

••• b 2n 

4 

• 

• 




^ m \ 


… b mn _ 


它们的加法定 义为: 
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a w +^n 


… a 

u~\~b u 

i 

A+B= ! 

<^21 + 办 21 

• 

• 

攀 

^22 b 2 z 

♦ 

攀 

… a 2n +b 2n 

• 

鲁 

1 

• ^m\ 1 

a m2 + b m2 

… a, 

mn 1 ^mn , 

对任意与 a 的数乘定 义为： 




1 

ka n 

ka vz … 

ka u ) 


kA = 

• 

售 

, 

ka 22 … 

• 

• 

• 

ka 2n 

i 

: | 

• 



Mn，l 

ka m2 

ka mn \ 



读者应当注意 ：只有 既同行数又同列数的矩阵才能相加.另 
外，两个矩阵相等是指它们的元素完全相同. 

不难看出，矩阵的加法和数乘本质上与向量的加法和数乘是 


一 样的.实际上，一个„维向量可以当作一个矩阵(如果它写 
成横排方式)或〃 XI 矩阵(如果它写成竖列方式).由于这个原因， 


第一章命题 2.1 所列举的向量加法、数乘运算的八条性质对矩阵 


的加法和数乘运算也完全适用，只要把那里的向量换成矩 
阵 A ， S ， C 就可以了.在这里，零矩阵(元素全为零的矩阵)代替了 
零向量的地位，而 A 的“负矩阵” 


一 a n 一 a 12 … —o, Xn 
一 a 21 —a 22 … 一 a 2 ” 

~A = 


代替了那里的“负向量”的地位.同样，把义 +( — S ) 写成 乂 一 S ， 称 
为矩阵的减法运算. 

在这里，我们所考察的是其元素属于某一数域尺的矩 
阵，而作数乘的数也仅限于数域 K 的数.这样，就把讨论的范围限 
制在数域 K 内. 由于在本章中我们所涉及的数的运算也仅限于 
加、减、乘、除四种，所以始终不会越出数域 K 的范围.因此，我们 
可以说，本章所讨论的，是数域尺上的矩阵的基本代数运算. 
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矩阵的乘法 


现在我们来引进矩阵的第三种运算 :乘法 .这是本章的核心内 

容. 

矩阵的乘法是从线性方程组的研究中自然产生出来的.给定 
线性方程组 

^ a u x ] +a ]2 ^ 2 H - \~a {n x n ^b x , 

^ 21^1 +a 22 x 2 ~l - \-a 2 n x n =b z , 


{a mX x l -\-a m 2 x z ~] - \-a mn x n = b m . 

在第一章里，我们用增广矩阵代表这个方程组.现在，我们要把这 
个方程组用另一种形式表示出来.为此，考察如下两个矩阵 



r ^ll 

O-n … 

〜 、 


/ \ 
A 


a 2\ 

m 

争 

鲁 

a 22 … 

• 

• 

• 

^■Zn 

• 

• 

• 

， x= 

^2 

售 

_ 

参 


Am\ 

a m2 … 



.x n , 


这就是方程组的系数 矩阵乂 和未知量所组成的 nX 1矩阵 X . 我 
们规定 A 与 X 的“乘法” 如下： 



'^11 «12 … 



V 


“21 0-21 … a 2 ” 


工 t 


AX = 

• • • 

幸 • % 

% • • 


♦ 

% 

% 



^m\ ^mZ ••• ^ 



J 


+ <2 12 x 2 + …+ a u x n 
a-i\X x + ^22-^2 + •** + a ln x n 


\a mx x x + a m 2 x 2 + •- + a mn x n ) 

其法则 是:左 边矩阵的行和右边矩阵的列对应元素相乘再相加.乘 
得的结果是一个 mXl 矩阵（上面用虚线在矩阵中标出左边的行 
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与右边的列对应相乘的位置关系）.显然，乘积矩阵自上而下的第 
1，2,…，爪个元素恰好是方程组的第 I， 2 , …， m 个方程的左端•如 
再引入如下 mXl 矩阵 

A 、 

bi 

B = ， 

脅 

, b m , 


那么，方程组可用如下矩阵方程表示 



或用抽象的记号，写成 

AX^B. 


这样，方程组的系数(用矩阵 A 代表)和未知量(用矩阵 X 代表)及 
常数项(用矩阵 5 代表）这三者之间的互相制约关系就借助于上 
面引入的矩阵乘法运算清楚地表达出来了. 

现在线性方程组一共有了三种新表现方式 ：（ i ) 用其增广矩 
阵> 表示； （ H ) 用向量方程表示；（出）用矩阵方程表示•这三种 
表现形式各有各的用处，读者都应当熟悉.现在将线性方程组表成 
4叉= 5,它在形式上很像初等代数中的一元一次方程式 ax = b .- 
元一次方程式的解为工=^參 0) •下面将会看到，在一定条件 
下，矩阵方程5也可以类似地解出. 

例1给定线性方程组 

X x ~X % +X 4 —JC 5 = 1 ， 

\ 2x x +x 3 —x 5 = 2 ， 

3^! — X 2 —X 3 —x 4 —x 5 = 0, 

那么，可以把它表示成如下矩阵方程式 
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1—1 0 1—1 


工2 


/ V 

1 

2010—1 


工3 

— 

2 

3 — 1 — 1 — 1 — 1, 


x 4 


.0. 


1^5 J 

下面，我们再把矩阵乘积 中的又 换成由普通数组成的矩 


阵，例如，令 

■V 

B = 

« 

上 n , 

(这里的5是 ” X 1 矩阵，不是上面方程组常数项组成的 mXl 矩 


阵），那么，应当有 

{ a \\ a u 


AB = 


^21 


va ml 


^22 


a m 2 




A 

O-ln 

• 

• 


b 2 

• 

• 

• 

CLmn. 


• 

X , 


a u b y + a 12 6 2 + ••• + a u b n 
办 1 + ^22^2 H - *** ~i~ ^-trbn 


Am\bi + 0 . ml b t + ••- + a mn b n 


现在乘积矩阵是一个 mXl 的数值矩阵. 
例2作下面的矩阵乘法 


-1 0 

2 1 

0 0 

0 1 

1 0 


1 0 
0 1 
1 0 
0 0 
0 1 J 


-1 

0 


1 + 0+0 + 0 、 


-1 

2-1 + 0 + 1 


2 

o+o+o+o 

= 

0 

o-i+o+o 


—1 

1+0+0+1> 


. 2, 
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这里所定义的 mX ' n 矩阵（在左边）和 nXl 矩阵（在右边）的 
乘法法则是矩阵乘法运算的基础，把它搞清楚了，一般矩阵的乘法 
也就不难明白了.在上面的定义中包含了如下几个 要点： 

(1) 左边矩阵 A 的列数必须等于右边矩阵 B 的行数才能相 
乘； 

(2) 乘积矩阵的行数等于左边矩阵的行数，其列数则等于右 
边矩阵的列数(现在是 1); 

(3) 乘法的法则是左边矩阵的行和右边矩阵的列的对应元素 
相乘再 相加； 

(4) 如果把左边矩阵 A 的列向量组记为％，《 2 ，_»，义(都是別 
维向量），那么，乘积矩阵也可以看作一个 w 维向量，它正好等于 

biOc x -\-b z a 2 -\ - 

也就是说，上面定义的矩阵乘法本质上是用右边矩阵 B 的元素作 
为系数去作左边矩阵 Z 的列向量组的线性组合.如果把 S 再改为 
X ，那么 AX 就是 

+: r 2 a 2 + •“ + x „ a n . 

这正好与第一章§ 2中将线性方程组表成向量方程的结果一样. 

如果用和号表示上面引进的矩阵运算，就是 



^ .'i a' k b k 

是 =i 
n 

k =\ 

♦ 

n 

i 


在一般情况下，当右边的矩阵不止一列，而是有 s 列时，乘法 
的法则是 :把左 边矩阵 Z 分别乘右边矩阵的每一列(按上面所述 
法则），然后把所得的 s 个列矩阵依次排列，即得乘积矩阵.我们把 
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它表述成如下的 

定义给定数域 尺上的 mX ” 矩阵 Z 和矩阵 5 



a n a \2 … a \n 

i 

b n 

办 12 

… b u 


^21 ^22 … a 2 „ 

# ♦ • 

: : : 

， B = 

! 

1 

^21 

• 

• 

♦ 

办 22 

• 

• 

擊 

… b 2s 

_ 

• 

• 


a mt … a mn) 

! 

J^n] 

bn2 

♦ • ♦ h 

u ns ) 


定义4 与 B 的乘法 如下: 



r b u 

b\z 

••• K' 

j^21 

1 

鲁 

心 22 

• 

… b ls 

• 

• 

{Pn\ 

• 

b n2 

• 

… b nSi 


^ a nbk 2 … 

k — 1 4 — 1 k—\ 

n n n 

^ t a zkbk\ 〉 : a 2 A 2 … 〉 : a 2 Ai 




mkb ks 


这个定义中所包含的矩阵乘法运算的要点和前面对 5 是 
nXl 矩阵情况下论述的一样，只是对 ( ii ) 要作一点补 充:乘 积矩阵 
C 的列数现在等于右边的矩阵 B 的列数^另外，还要强调 一下 : C 
的第/个列向量(/ = 1，2，一，\)是用谷的第，列元素作为系数去作 
A 的列向量组的线性组合得来的. 

例3作矩阵乘法 



01 

1 

0 

0 J 


1 0 1 
0 1 1 
1 1 1 



-1 0 0 ' 

2 2 1 

1 0 0 

1 2 0 > 
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例 4 给定矩阵 


则有 


0 1 0 : 

0 0 1 

— 0 0 1 ^ 

0 0 1 

B = 0 0 0 

,0 0 0 , 



，0 

1 

0、 


'0 

0 

r 


/ 

0 

0 

0’ 

AB ~ 

0 

0 

1 


0 

0 

0 

= 

0 

0 

0 


、0 

0 

1 J 


,0 

0 

0, 


.0 

0 

0. 



.0 

0 

r 


/ 

0 

1 

0、 


0 

0 

r 

BA = 

0 

0 

0 


0 

0 

1 


0 

0 

0 


.0 

0 

0, 


0 

X 

0 

1, 


.0 

0 

0, 


声 0. 


从例4可以看出，矩阵乘法和数的乘法有两个根本性的 区别: 

( i ) 矩阵乘法一般是不可交换的，即在一般情况下，关 
BA . 实际上，有意义时，不一定有意义，因为 B 的列数不一 
定等于 A 的 行数. 而且，即使有意义，两者也不一定相等. 

( ii ) 两个非零矩阵相乘有可能变成零矩阵.因而，由 

并不能推出4 = 0或 B =0. 随之而来的 是：由 AB ^ AC ^ A ^ O , 
并不能推出 S = C (即消去律不成立). 


矩阵乘法的基本性质 

矩阵乘法满足如下运算 规律： 

(1) 结 合律： A ( BC ) = UB ) C ； 

(2) 分 配律： M + B ) C = 水: + BC ， 

A ( B + C ) = AB + AC ； 

(3) 对任一数々，有々04£)=(心0方=40^乂 
我们来证明结合 律:设 
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1 

<^1] ^ ]2 ••• (2j n 



bn 

'*• b u 

A = 

a 2 \ a n … a 2n 

• • • 

• « ♦ 

^ • • 

， B = 

^21 

• 

• 

• 

办 22 

« 

嘸 

… bii 

_ 

• 

參 

1 

、 d m l m2 ••• ^mn J 


Ai 

^n2 

… b n i, 


^ 11 c \2 





I c Zl 

I 

I 

0 

夕 /I 


Cl 2 


(■■2s 

« 


显然,此时二重乘积 ZGBC ) 与 （ A £ OC 都有意义.为了简便，上面 
三个矩阵简 记为: yl = ( a , ; ) mXrI ; B =( b l} ) nXlf C = ( cij ) i Xs . 


此时，矩阵 AB 的 z 行〖列元素为〜心，故 

1 

AB= x! o-ikbkt * 

\ ^ / m X / 

从而 G 46) C 的 z 行 7+ 列元素为 

〉: ( '^^ j a ikbkt c t ) — 〉: '^^ j a ikt > ktCtj 
/=1 ' i = 1 1 k =\ t=l 

I 1 , 

= y^iki ^ jb kt c tJ \ . CD 

k =\ ^ t=i 1 

i 

再考察矩阵 i ? C ， 其々行 j 列元素为 办〜故 

/=1 
t 

BC ^[ 2^0；) . 

\ i=l / nXs 

从而 ACBC ) 的/行）列元素为 

” I 1 、 

2 a *4 . (2) 

*=i ' t=\ 1 

比较 (1) 与 (2)， 即得 ( AB)C = A ( BC ). 

性质 (2) 与 (3) 请读者自行证明. 

下面介绍几类重要的矩阵. 
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1. n 阶方阵. 

一个”行 n 列矩阵 A = (〜)…称为一个” 阶方阵 • 一个《阶 
方阵从左上角到右下角元素间时连线（由 〜， a 22 ，…,且成）称 

为它 的主对角线. 

2. n 阶单位矩阵. 

命 

(1 ] 

五” = 1 ■. 

1 , nXn 

(即主对角线上元素全是1，主对角线外元素全是 0). &称为”阶 
单位矩阵. 当其阶数从上下文看很明确时，也可省略其下角标，简 
记为£ 

3. 对角矩阵和数置矩阵. 


称下列矩阵 

d ' ' 

D n = d \ 

♦ 

, J 7i X 7i 

为 n 阶对 角矩阵 (矩阵中空白处元素为零，下同）.而当 d '= d 2 = … 
= d n = d 时，称为数量 矩阵. 显然，数量矩阵可写成处:形式.对角 
矩阵在矩阵乘法中占有特殊的地位，原因是它有如下 性质： 

(1) 用一个 m 阶对角矩阵£^左乘一个 mX ” 矩阵乂 
所得的结果相当于分别用4，义，…，厶乘 Z 的第1，2,…， m 行； 

(2) 用一个 n 阶对角矩阵右乘所得的结杲相当于分别 
用 d x ， d 2 , …， d „ 乘 A 的第1，2,…， w 列. 

具体写出来，就是 



d\ a w 

^Z a 2l 



d x a n … d A a Xn 

4 • 

• • 

• • 

^m^mZ # d m d m ， 
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AD n 


特别地，取 A = 尺为 n 阶单位矩阵，得 


^ 1^11 

dzO ， i2 

… 

^\ a 2\ 

• 

^ 2^22 

• 

… d n a Zn ! 

• 

警 

• 

• 

• • • ^n^mn ^ 


E m A = AEn = A. 

如果 A 是 n 阶方阵，£是〃阶单位矩阵，有 

EA = AE = A. 


即£在矩阵乘法中的地位相当于数1在数的乘法运算中的地位. 
如果 Z 是一个 n 阶方阵，我们定义 

A ° = E , W = 

V-^- ‘ 

这样阶方阵的非负整数次幂都有了意义.又若 

/( A ) = a (> X m -\- aiX m ~ x + J ra m - iX - J ra m 

是 A 的一个多项式，则定义 

f ( A )= a 0 A m -\- aiA m " 1 -\ - -\~ a m -- [ A - i ra m E 9 

称为矩阵 A 的多项式. 

最后，我们来讨论第一章§ 3中所引进的转置矩阵的一些基 
本性质.我们有 

(1) ⑷）…山 

(2) ( A + B) r + B F ； 

(3) iAB )' = B f A 1 ； 

(4) rM )= rU ， ). 

性质 （1) ， （2) ， （4) 都是显然的.我们来证明性质 (3) : 

设 d = (ajj) m xni B = (bij 〉 nX / •矩阵的 y 行列兀素为 


^ x } k b ki , 它就是的/行 j 列元素.另一方面，矩阵^的/行 

k =\ 

k 列元素为 B 的々行，列元素 心; 矩阵，的々行）列元素为 Z 的 
7行々列元素¥故#，的 z 行 ） 列元素为 
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n 



它恰等于 MB )' 的 ^ 行 _； 列元素.于是读者应注意 


后面乘积的次序颠倒了. 一般讲 ，(^ IBV 

习题一 
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0 Ag 



a iz 

a l 3 

“14 

a 2l 


a 23 

a u 

^31 

a 32 

“33 

34 


A 

0 

0 


a \\ 


^13 

^14 

a 2\ 

a 22 

^23 

^24 

^31 

^32 

^33 

fl 34 


0 a 2 0 
0 0 a 3 
0 0 0 


2 •设 

3 1 11 [1 

(1) A = 2 1 2 ， 2 

,1 2 3] [1 

a b c' 1 

(2) A — c b a ， B = 1 

.1 1 1J [1 

计算 AB 9 AB - BA ,( AB) f B f 

3. 计算： 

2 1 ll 2 

(1) 3 1 0 ； 

.0 12 , 

fl l) a 


0 

a c 

b b 

c a 


(5) (2 3 —1)—1 

-1 


-4 -2 j 

cos 沪一 sin(p) n 

f 

sinp cos<p 
1 

—1 (2 3 —1) 

t 一 1, 


«11 

a U 

b ' 

y X 

X 

a 12 

a 22 

b z 

y ; 

b \ 

b 2 

c , 

丄 
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-1 —1 
1 —1 
—1 1 

—1 — 1 
4. 给定 n 阶方阵 





证 明：当 k '^ n 时，.产 = 0( 矩阵中空白处元素为零). 

5. 设 / U )= A 2 — A — 1,而 



求 f ( A ). 

6. 如果两个 n 阶方阵满足= 则称可交换.求所有与 

0 10 ' 

0 0 1 
,0 0 0 . 

可交换的 3 阶方阵. 

7. 设给定对角矩阵 

A 3 、 

A= 々 •. ， Xi^X s 

证明：与/可 交换的矩阵都是对角矩阵. 

8. 证明 :如果 n 阶方阵 A 与所有 n 阶方阵都可交换，则 A 必 
是一个数量矩阵 = 

9. 如果一个 n 阶方阵 A 满足， =4, 则称为对称矩阵.证 
明:若 A 是一个 n 阶方阵，则乂+， 9 AA \ A f A 都是对称矩阵. 
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10 . 设 A , B 都是对称矩阵，证明是对称矩阵当且仅当 
乂，方可交换 • 

11. 如果一个 n 阶方阵 Z 满足 W =— Z ， 则称为反对称矩 
阵. 证明： 

(0 若 A 是反对称矩阵，则 A 主对角线上的元素全 为零； 

( ii ) 对任一 w 阶方阵 — 为反对称矩阵； 

( iii ) 如果 A . B 是两个 n 阶反对称矩阵是任意两个数， 
则 kA + lB , AB - BA 都是反对称矩阵. 

12. 证明： 任一〃阶方阵都可以表示成一个对称矩阵和一个 
反对称矩阵之和. 

13 . 设/ 是一个 n 阶方阵，关 0. 证 明：存 在一个非零的 n 阶 
方 阵仏使 AB = 0 的充分必要条件是 

r ( A )< in . 

14. 举例说 明:对 一个非零的〃阶方阵当 rMXn 时，由 
Afi = AC ， 不一定有 

B = C. 

15. 设均为 w 阶方阵，且 = 证明： 

r ( A )+ r ( B )^ n . 

(提 示:利 用第一章定理 1.) 

16. 设 A 是 n 阶方阵.证 明： 

(1) 若 ，则 

r ( A + E )+ r ( A ~ E ) ; 

(2) 若乂 2 =儿则 

r { A ) -\~ r{A — E ) 

17. 设/为 mXn 矩阵，石为; zXs 矩阵， 证明： 

r ( AB )^ r ( A ) + r ( B ) — n . 

(提 示:设 ZB = C ， 考察以 A 为系数矩阵，以 c 的每个列向量 
为常数项的一些线性方程组，利用第一章定理3和定理 1.) 

18. 下列 n 阶方阵 
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A = 


0 


称为 n 阶上三角矩阵•而 

^11 ' 

. a 2I a 22 () 

• • » 

• t _ 

Mni a nZ … a nn . 

称为； z 阶下三角 矩阵.证明： 两个上（下)三角矩阵的乘积仍为上 
(下)三角矩阵. 

19. 设为 n 阶方阵，且儿8=凡4, 证明： 

n 

U + Br = ^ CiA k B n ~ k . 

0 

20. 举例说 明：当乂，5为《 阶方阵，而 AB 关 ^4 时 

CA + B )( A - B )^ A 2 - B \ 

21. 求 

fAo 1 ” 

Ac ••• 

••• 1 

^0 , nXm 

(矩 阵中空 白处元素为零). 

§2初等矩阵 

在第一章§ 3中，我们引进了矩阵的初等变换的概念，这个概 
念对我们研究矩阵是一个有用的 工具. 现在我们来指出：矩阵的初 
等行(列)变换可以用矩阵乘法表示出来. 

首先回想矩阵乘法的如下性 质:设 ，则有 

(1) C 的第 z 个列向量是把 A 的列向量组用 S 的第 z 列元素 
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为系数作线性组合得 来的； 

(2) C 的第 z 个行向量是把 S 的行向量组用 A 的第 z 行元素 
为系数作线性组合得来的. 

性质 (1) 已在§ 1中指出了，而性质 （2) 可由性质 （1) 得到.因 
为: C 的第 z 行为 的第， 列，而 = G 4 B )' = B f A ， ，故 C 的第 z 
列是乂的列向量组用，的第 z 列元素作线性组合得出的•^的 
列向量组即方的行向量组，，的第/列即 d 的第 z 行，故知性质 
(2) 正确. 

定义 n 阶单位矩阵£经过一次初等行变换或初等列变换所 
得的矩阵称为 n 阶初等矩阵. 

下面把初等矩阵分为三种类型分别写出来. 

(1) 互换£的〗，7两行，得 


. 0 . 1 ，行 

: 1 : 

Pnd : **. : 

i 1 •: 

. 1 . 0 .) 行 


/列 j ■列 

显然，互换£的两列得到相同的结果. 
(2) 把£ 的第/ 行乘以得 



* •列 


显然，把£的第/列乘以 c 得到相同的结果. 
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(3) 把£ 的第 j 行加上第，行的 々倍 ，得 

行 
行 

^列 j 列 



(上面各矩阵的空白处均为零) • 

对£还可以作第四种初等变换 :把第 列加上第/列的 々倍， 
得 


Pn (k * 1 jj)= 



/行 
■； 行 


列列. 


但是 Ka _ z ，7) 可看作八 (々 wv ), 即五的第 ，行 加上第行的々 


倍，所以它实际上属于类型 （3). 

命题 2. 1 给定 mXn 矩阵则有 

( i ) P m ( i , j)A 为互换 A 的~两行为互换 Z 的“ 
j 两列. 

( ii ) P m (c - 0^ 为把 A 的第 2 ■行乘以 c #0; AP„(c • ，■)为把 d 
的第/列乘以 c 尹 0. 

( iii ) PAk - i , j)A 为把 A 的第 j 行加 上第〗 行的 々倍; 


APUk • /，_/+) 为把 A 的第_；列加上第/列的 M 音. 

证设 A 的列向量组为^,^ 2 , 

( i ) A 凡(^)的第是个列向量为乂的列向量组 A ，《 2 ，…， A 
用尸„(/，）) 的第々 列元素作线性组合所得到的•当 k 札 i 时即为 
而当 k = i 时为七，当 k = j 时为故相当于互换 A 的〗， j 两 
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列，其它不动.同理可证 PM , j ) A 为互换乂的两行，其它不 
动. . 

( ii ) AP n {c • /) 的第々个列向量是〜，《 2 ,…，用 P n {c • O 的 

第是列元素作线性组合所得.是六时即 为心; 而是—时为风•这相 
当于把 X 的第 ，列乘 c 的证法与此相同. 

( iii ) AP n (k • / ， ）） 的第/个列向量为 ，《 2 ，…，〜 用 

P’Ak • h j 的第/列元素作线性组合所得.当 I 关 J 时即为 W 当/ 
时为 ka ，+ a r 这相当于把 A 的第 j 列加 上第/ 列的 M 音. 
•/，）)/!的证法相同 .■ 

命题 2. 1把矩阵的初等行(列)变换归结为用某些初等矩阵左 
(右)乘该矩阵.在第一章§ 3中已指出，矩阵 A 可用初等行变换和 
列变换化为标准形由命题 2. 1可知，必存在初等矩阵 P ', P 2 , 
…，八； Qi ， Q 2 , …， QM 吏 

尸 … Q ,= Z >， 

其中尸，为 m 阶初等矩阵， Q , 为 n 阶初等矩阵，而 

0 

0 


0 J 

(”时） （” 时） （” 〈TW 时） 

因为矩阵的初等变换是可逆的，矩阵/经若干次初等行、列 
变换化为乃，那么，矩阵 D 也可经若干次初等行、列变换化为克 
因而，按命题 2. 1，存在初等矩阵 A ，戸 2 , …，芦； 5，豆 2 ，一，^，使 

Pi P^PtDQ, Q 2 -Q s =-A. 

现设 A 是一个 n 阶方阵.如果 r ( A ) = W ，则称 A 是一 个满秩 
的„阶方阵.一个满秩 n 阶方阵的标准形就是 n 阶单位矩阵£.故 
有 



/ > 

1 


( 1 > 



••1 0 

0 


丄 

• 

• 

« 

1 

0 



* / 

0 •• 

(>••0 


'■• 0 . 
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A = P , 戶 2 …] 豆 2 …兑 = P ' 朽…瓦 6 4… 

于是我们有如下的 

命题 2. 2设 Z 是《阶方阵，则/ I 是满秩的当且仅当/ I 可以 
表为 n 阶初等矩阵的乘积. 

证上面的讨论表明，如果/!是满秩的，则/ I 可以表为初等 
矩阵的乘积.反之，如果/!等于初等矩阵 A ，込 ，…，八 的乘积，则 

Z 二 /^/V ••尸 ^/^尸，"/^， 

其中£为 n 阶单位矩阵.这表明 A 可以由单位矩阵经过初等行变 
换得到.而初等变换不改变矩阵的秩，所以 r ( j )= r ( E )=« ，即 /i 
是满秩的 ，I 

根据这一命题，所有 n 阶初等矩阵都是满秩的. 

下面我们证明一个重要的事实. 

定理1给定数域尺上的矩阵，/那么，我们有 
r ( Ai ^)^ min { r ( y \) ， r ( B)U 
证分两步证明. 

( i ) 先证 r (/^)< r (召)•设则由本节开头对矩阵乘 
法所作的分析， C 的每个行向量都可被 S 的行向量组线性表示， 
从而都能被 S 的行向量组的极大线性无关部分组线性表示.所 
以， C 的行向量组的极大线性无关部分组能被6的行向量组的极 
大线性无关部分组线性表示.根据第一章命题 2. 4知， KC )< 

r ⑻. 

( ii ) 再证厂 

r ( AB )= r (( AB ) , )^ r ( B , A , )^ r ( A r )= r ( A ) 

(其中利用了 ( i ) 的结果). 

综合 ( i )，( U ) 即得定理的证明 . | 

如果对一个 mXn 矩阵 A 左乘或右乘的是一个满秩方阵，那 
么，可以有更强的 结果： 

命埋 2.3 设 A 是一个 mXn 矩阵， P 是 m 阶满秩方阵， Q 是 
n 阶满秩方阵，则 
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r{PA)—r{AQ) =r(A). 

即左乘或右乘满秩方阵后，矩阵的秩不变. 

证 尸是满秩方阵，由命题 2.2,P 可表为初等矩阵的 乘积: P 
二 /^/V../Y 故 

PA = P x P 2 — P k A. 

这说明7^4可由/经々次初等行变换得到的秩在初等行变换 
下不变，故 

r{PA) =r{A), 

同理可证 rMQ)=KA). _ 


习题二 


1. 做矩阵 乘法: 


( 1 ) 


0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 ,. 

~2 1 3 

0 1 1 

2 0 1 


\-2 1 3 -1] 

0 11 —] 


-1 

-1 

0 


0 

1 


0j 


、 

1 

0 

0 

0 、 


0 

0 

1 

0 

4 

0 

1 

0 

0 



0 

0 

L 



「1 0 o' 

1 

—2 1 3 —r 

(2) 

0 1 -2 


0 11—1 


,0 0 lj 

1 

.201 0. 


-213-1 
0 11—1 
、2 0 1 0 

说明它们和矩阵初等变换的关系. 
2. 求三阶方阵尸， Q , 使 



1 

0 

0 

O' 


0 

1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 


.0 

-2 

0 

L 
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(1) p 


-1 

0 


一 1 


0 




0 

0 


( 2 ) 


-1 

0 


一 1 


0 


Q = 2 
一 1 


0 

0 

2 

0 


-3 


0 

一 3 


3. 设 A 是一个 w 阶方阵，尸是一个〃阶初等矩阵，方= 
P f AP . 试讨论5可由 Z 经过什么样的初等变换而得到. 

4. 设 A 是 mXn 矩阵 ，方是 / zXs 矩阵，且 r ( B )= r •证 明： 

( i ) 存在初等矩阵 QmQ 2 ，…， Q A ， 使 



^■n 

… C Xr 

0 … 

0 

召 Q 1 Q 2 … 

c z\ 

• 

• 

• 

… C 2r 

« 

• 

• 

0 … 

• 

• 

♦ 

0 

• 

• 

■ 


kl 

… c„ r 

0 … 

0 


( ii ) r (^ C )< r ； 


( iii ) 利用上述结果证明定理 1. 

5. 把矩阵 

a 0 


0 


a 


( a ^ O ) 


表成形式为 


x 


0 lj 


与 


1 01 


x 


的矩阵的乘积. 
6•设 


A 


la b' 


a b 

> c d\ 

1 

1 

c d 


1 ， 


证明: A 可表成形式为 


I 


丄 x 

0 II 


与 


f 1 o ' 

,X 0/ 
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的矩阵的乘积. 

7. 给定 n 阶上三角矩阵 



若1，2,…， n ) ，证明：存在 w 阶方阵 B , 使 BA = E , 

8. 给定 W 阶方阵 A ， 证明： 存在初等矩阵 A ， P 2 , …，匕，使 

成为上三角矩阵. 

9. 给定 w 阶方阵 A , 若 「(4)=«，证明存在/2阶方阵 J 5, 使 
£ A=K 

10. 证明第一类初等矩阵可以表示成第二、三类初等 
矩阵 PAc- 0和 PAk - 的乘积. 

§3逆矩阵 

在§ 1中我们介绍了矩阵的加法（同时就有了减法）和数乘、 
乘法运算.应当指出，在矩阵中一般地是不能做除法运算的.但在 
本节里我们将要指出，在一定条件下，可以有类似于数的除法的概 

念. 

两个数相除可用 a • bl b ~ l a 来表示.能不能做 
除法，关键在于对每个6关0,是否能找到一个数，使 b- x b=bb-' 
=1.在数的范围内这总是可以办到的.但在矩阵的范围内就不一 
定了，只有在更强的条件下才能做到这一点. 

定义 设 A 是一个;2阶方阵，如果存在 n 阶方阵使 

BA = AB = E , 

则称 B 是 X 的一个逆矩阵，此时 Z 称为可逆矩阵. 

一个矩阵/如果可逆，那么它的逆矩阵必定是唯 一的.因为: 
设万，尽都是 A 的逆矩阵，我们有 
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B = BE^B(AB l ) = (BA)B l =EB l ^B 1 , 

今后，我们将一个可逆矩阵 A 的逆矩阵记作而对任意 
正整数々，令 

注意，只有对方阵才能谈逆矩阵的问题. 

引进逆矩阵的概念有重要的意义.例如，把线性方程组写成矩 
阵方程式 

AX = B. 

如果 A 是一个可逆方阵，则以 A " 1 左乘（不能右乘，因为矩阵乘法 
不可交换， X 与 S 都是; 2X1 矩阵，所以在这里右乘甚至没有意 
义)等式两边，得 

A^ l (AX)^(A- l A)X = EX = X^A- l B. 

即 



[工 1 ' 

1 


A ， 

x= 

工 2 

♦ 

• 

= A~ l 

b z 

• 

争 


X 

、乂 ^ ; 


A, 


这就把线性方程组的解求出来了.这很像解一元一次方程 ax^b 
所采用的办法.关于这个问题，我们将在第三章§ 2再做详细和严 
格的讨论. 

例1 设 



1 or 

—i i i 

， B = 

2 —i -r 

3 -1 -2 


.2-11. 


—1 1 1, 


做矩阵乘法，不难验证 

BA = AB = E . 

故 A 可逆，且 

例2 在§2中所定义的初等矩阵都是可逆矩阵.具体地说， 
有 
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a ) p n a,；r l = p n a 9j )； 

( ii ) P n (c - /) — 5 =八 (丄 • J ( f ^ O )； 

(in) P n (k • i , j ) 1 = PA—k • i , j ). 

上面的关系式既可以用矩阵乘法直接验证，也可以用命题 2. 
1加以证明.例如证明 ( iii ): 因为 

P n (k • i ， j ) • P n { — k • i 9 j )= E . 

等式右边表示对〃阶单位矩阵 £ 作两次初等行变换，第一次是把 
第）行加上第 z 行的一々倍，第二次是把变换后的矩阵的第 ； 行再 
加上第/行的 A 倍，结果还变成£，故 

P n (k • i ， j ) • P n { ~k • lyj )= E . 

同理，有 

P n i — k » i ， j 、 P n { k * i ， j 、= E , 

从而 PrXk ， t , j )~ } = P n (~k • iyj ). 

( i ) 与 ( ii ) 请读者自行证明. 

关于逆矩阵，有如下几个简单的事实. 

命题 3.1 设乂，3是两个可逆〃阶方阵，则有 

( i ) C 4- 

( ii ) AS 可逆，且(儿 8) — 1 二 S 

( iii ) A 可逆，且04')叫= 04 —】）'. 

证 （ i ) 设则因 = = 五，故乂可看作 C 的逆 

矩阵，即（:-^儿亦即以—疒^凡 

( ii ) 因为 

^ i { ABr x = B ^ A ~\ 

( iii ) 因为 

A ; ( A 1 ) / =( A - 1 A ) / = E f =£， 

{. A- l Y A ( ^{ AA~ l Y = E r =£， 
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故 GO -1 = ■ 

根据上述命题的 （ ii ) 可知 ：有限 多个可逆方阵 灰 ，…， A 
的乘积还是可逆的，且 

特别地，如 Z 是一个 n 阶可逆矩阵，则对任意正整数 k 9 A k 也可 
逆，且 

UO — 】 = M-= X 乂 

定理2 —个〃阶方阵/可逆的充分必要条件是是满秩 
的，即 r ( A )= n . 

证 （ i ) 必要性.当 A 可逆时，存在使 

AB = E . 

由定理1，有 

r(ASXminOQ) 

因为 (五）=«，故 r ( A )= n . 

( ii ) 若 rG 4)=« ，则由命题 2* 2， A 可表为初等矩阵的乘积. 
初等矩阵是可逆的，它们的乘积也可逆，故 Z 可逆 . _ 

推论 对 n 阶方阵如果存在一个；2阶方阵5,使下列等式 
之一 成立： 

AB = E 或 BA = E , 

则 Z 可逆，且4 _1 =凡 

证设乂 5=五成立•则由 

n = r (, E )= r ( AB )^ min ( r ( A ) ， r ( B )) ， 

知 A 满秩.再根据定理2知，乂可逆， ^ r 1 存在.而 

A - 1 = A- 1 E = A ^( AB ) = ( A l A ) B=EB = B . 
当石4=£成立时证法相同 • | 

这个推论 说明: 要验证 S 是否是 A 的逆矩阵，只要从左侧或 
右侧去乘看是否得到单位矩阵就可以了. 

下面来介绍逆矩阵的计算方法.设 Z 是一个《阶可逆矩阵. 
按定理2, A 满秩.从而， A 可以表示成初等矩阵的乘积 
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以 PrSPr 1 ， …， pr 1 依次左乘等式两端，得 

(尸厂 1 …尸 2 — 1 尸 (1) 

根据定理2的推论，有 

二/ V 1 …尸 2 — 1 尸「】£. (2) 

现在观察 （1) 式和（幻式./^ 1 ，…，尸都是初等矩阵，用它们依次 
左乘 A ， 相当于依次对 /I 作初等行变换. （1) 式表明这些初等行变 
换把 Z 化成单位矩阵五.而 （2) 式表明 ：如果 把这些初等行变换同 
时作用在单位矩阵£上，那么最后恰把£变成 ^ T 1 . 由此得到逆 
矩阵的如下计算方法： 

( i ) 把 Z 和五并排放在一起，排成一个 wX 2” 矩阵： ( AE )； 

( ii ) 对上面的 nX 2〃 矩阵做初等行变换(不能做列变换），把 
左边的 A 化为£时，右边£的位置上所出来的就是用图式 
表示，就是 

( AE } — 

读者仿照上面的办法自己证明一下 :如把 Z 和五上下排列成 
一个 2 nXn 矩阵 


,E t 


对它做列初等变换(不能做行变换），把上面的 A 化成£，则此时 


下面五的位置上所出来的也是 ^ r 1 


例3求 


A 


E 

A' 



的逆矩阵. 

解给定 Z ， 我们事先可能不知道它是否可逆.但并不需要先 
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去判断它是否可逆，而可以直接利用上面介绍的办法进行计算.如 
果/ I 不可逆，那么做行初等变换，把 Z 化成阶梯形后，其阶梯个数 
= riA )< n . 若 A 可逆，则，此时先把 A 化为阶梯形，再把 
主对角线上元素全变为1，再利用最后一行最后一列的1消去它 
顶上的其它数，又利用倒数第二行主对角线上的1消去它顶上的 
其它数，等等.本例具体计算 如下： 



' 1 0 110 0' 


1 0 1 10 0、 

CAE ) = 

— 1 110 10 

- ► 

0 1 2 110 


、 2 -110 0 1, 


,0—1 — 1 —201, 


〔101 1 0 01 


101 1 0 01 


0 12 110 
0 0 1-111 


0 10 3-1-2 

0 0 1-1 1 1 


1 

* 0 

.0 


0 0 
1 0 
0 1 


2 — 1-1 
3 — 1 - 2 



-1 

-2 


例4 解矩阵方程 


1 0 1’ 



: Vi 、 


' 1 1' 

-1 1 1 


丁 2 

>2 

—— 

0 1 

、 2 —1 1, 


、工3 

^3, 


1 0, 


解显然，有 


工 1 

%、 


1 

0 1 ， 

-1 

^ 1 1 

尤 2 

y 2 

= 

—1 

1 1 


0 1 

、工 3 

> 3 . 


, 2 

—1 1 . 


厂 1 0 . 


但处理这类问题实际上可以不必先计算逆矩阵•设 A 是一个 n 阶 
可逆方阵 ，占是 nXs 矩阵，要求一个 nXs 矩阵 X ，使 


98 




AX=^B 

(显然，这样的 X 必存在，例如不难验证 A ~ l B 就是) • 已知有初等 
矩阵尸，…，昃，使 

P l P 2 -P l A = E, (3) 


把这些初等矩阵左乘上面的矩阵方程，得 





(4) 


比较 (3) ，（4)两式 可知： 如果用一系列初等行变换把 Z 化为£，同 
时把这些初等行变换施加在 S 上，所得的结果即为 X 的解•用图 


式表75，就是 


(AB) — _(EX). 


例4具体计算如下 



1 0 1 11、 


'10 111、 

(獨= 

- 1 11 0 1 

-^ 

0 12 12 


、 2—11—10, 


_0 — 1 — 1 - 3 — 2, 


1 

0 

1 

1 

r 


"1 

0 

0 ： 

3 1 

0 

1 

2 

1 

2 

-^ 

0 

1 

0 ； 

5 2 

0 

V 

0 

1 

一 2 

0, 


、0 

0 

1: 

一 2 0. 



>l' 


r 3 1 、 

工2 

>2 

— 

5 2 


夕3, 


— 2 0, 


当 X 和 B 都是； 2 X 1矩阵时， = 5 就是 n 个未知量 n 个方 
程的线性方程组，而这时上面所述的办法就是第一章§ 1所讲的 
矩阵消元法.读者可仿照上述办法导出解矩阵方程 

XA^B 


(其中 A 是 w 阶可逆方阵， X ， B 是矩阵)的方法 • 
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1. 给定 


A 


1 3 2 
15 2 0 
4 2 1 


(1) 证明: 


1 -4 


A ~ l = 1-15 7 30 

22 10 -43 

(2) 利用上述结果解线性方程组 

j：i + 3 x 2 + 2 x 3 =Z ? 1 ， 
15 ^! + 2^ 2 =b 2f 
4^! + 2^ 2 + x 3 ~ 6 3 . 

2. 证明••尸 — 丨^尸 〆 /，^；); Pn(c 

3. 计算逆矩阵 • 


0 


-1 


(1) A 


(2) A 


a 

c 


b 

d 


ad — bc= 1 j 


n 


(4) A 


(6) A 


ll 

[3 

0 

5 

2 


—1 
2 

3 

1 

0 

3 

6 

4 

3 


-1 

0 

0 


(3) A 


2 




4 


1 - 


— 2 
4 


K 5) A 




_6 

— 31 


2 


;(7) A 


「1 

0 

0 

0 
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(8) A = 

—1 —3 

2 1 0 

0 2 1 
( 10 ) 0 0 2 
0 0 0 
^0 0 0 
4. 求方阵 X ， 使 


( 1 ) 


( 2 ) 


2 51 

1 3 

1 

0 


x= 


4 




1 —1 


0 


(3) X 


1 - 


0 

1 


(4) 


0 1 


l 0 


0 



0 ；(9) A 


-1 一 6 
0 O ' 

0 0 
1 0 . 

2 1 
0 2 , 



5 •设 


A 


0 a\ 

0 a 2 


0 

la n 0 


0 


0 


其中 a t y ^ 0 (i = lf 2 f …， 《) ，求 A K 





6. 设 A 是 n 阶可逆方阵， 证明： 

(1) 若 A 对称(反对称），则也对称(反对 称）； 

(2) 若 z 是上(下)三角矩阵，则 ^ r 1 也是上（下)三角矩阵. 

7. 设 A 是一个 n 阶方阵，^ = 0.证 明： 

CE-A)~ l =E+A+A 2 ~\ - 

8. 设 

/(A)= 〜 r+ ai A m —* + …+‘ （ ‘ 关 0). 

若 A 是一个 n 阶方阵，且 /( A ) = 0, 证明乂可逆，且 


a 〜一 [wr]wr— 2 +.“+ a m — 忑 ). 


9. 设5为可逆〃阶方阵，又设 

Wi 


U = 


U 2 


u. 


V = 


耵 2 


令 A = B+UV f . 证 明：当 7=1+V f s — l t /# o 时， 




10. 证明一个上(下)三角矩阵主对角线上元素全不为零时必 
定可逆. 


§4矩阵的分块运算 


考察两个〃阶对角矩阵 



卜 1 
a 2 

• 

争 

， B = 

f b x \ 

bz 

• 

• 


• 


、 V 


显然，它们的乘积是 
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a x b 


a 2 b 2 


这说明，两个对角矩阵的乘积还是对角矩阵，而且恰好就是主对角 
线上的元素对应相乘.因此，从矩阵乘法运算的角度来看，对角矩 
阵是最简单的一类矩阵. 

下面来介绍一类稍复杂一点的矩阵.先看一个例子 • 考察 




a }2 

0 

0 

O' 



b\i 

0 

0 

0 ' 


a 2 l 

a 22 

0 

0 

0 


办 21 

占 22 

0 

0 

0 

A = 

0 

0 

a 33 

a 34 

a 35 

， B = 

0 

0 

办 3 3 

厶 34 

占35 


0 

0 

a 43 

a u 

^45 


0 

0 

^43 

^44 

^45 


、 0 

0 

a 53 

^54 

^55 • 


、 0 

0 

厶 53 


心55 - 


如果令 



'“21 

a \z 

O-n , 

， jBi = 

b n 

、心 21 

b\z 

占 22 , 



a Z 3 

«34 

a 35 


厶 33 

厶 34 

厶35 


a 43 

a 44 

a 45 

， Bi = 

^43 

^44 

办45 


、 fl 53 

^54 

fl 55 , 


、办 53 

^54 

^55. 


那么,上述两个五阶方阵可简写为 

(A, 0 1 

A= ， B = 

0 ^ 2 j 


0 


0 


其中左下角的 0 表 3 X 2 零矩阵，右上角的0表 2 X 3 零矩阵 • 这样 
表示之后，乂，5的样子很像对角矩阵，只是现在它们里面的“元 
素”不是数，而是小块矩阵.不难 验证: 此时有 

— 0 1 


其中是两个矩阵的乘积， 私 也是两个矩阵的乘积，所以要 
注意它们乘积的次序，不能交换位置.从这个例子可以看出，这种 
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矩阵在做乘法时也比较简单. 

定义 称下列 w 阶方阵 

1 

■•a] 

为准对角矩阵，其中在心=1，2, …， 5) 为〜阶方阵，且〜+〜+… 
+ n , = n (除 A 的位置外，其它位置处全是小块零矩阵). 
n 阶准对角矩阵有如下 性质： 

(1) 对两个同类型的〃阶准对角矩阵 



a 2 

$ 

• 

， B 二 

\B, 1 

b 2 

• 


i A, 


、 • B 、 


(其中 A ，5, G + = 1，2, …， 5) 同为阶方阵），有 

A,B 

AB = 


a 2 b 2 


(2) 十… + KA ); 

(3) 可逆<^為01，2，一，5)都可逆，且 


性质 (1) 是显然的，我们证明性质 (2) 及 (3). 

性质 (2) 的 证明: 在矩阵 Z 中用初等变换分别把儿，…，戌 
化为标准形.在对 A 做变换时，对 其它冼 没有影响.每个 A 位置 
所出来的标准形含有 KA ,) 个1，再调换一下位置即得 A 的标准 
形，其中1的个数为 

性质 (3) 的证明 M 可逆 @ r (/ l )= W (参看定理 2). 再由性质 
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(2) 知， r ( A ) = w 的充分必要条件是 r ( A )= n ,， 即 A 可逆•而乂― 1 
的上述表述式从性质 (1) 不难验证. 

对于一般矩阵，我们可以对它进行“分块”.这样做在许多情况 
下能使问题简化. 

设 Z 是/ « Xn 矩阵， S 是; iX 々矩阵.把它们按如下方式分割 
成 小块： 




w 2 { 

舞 

m r { 


ki k 2 


… k t 


B 


n i { 

n 2 { 

n s { 


即将 A 的行分割为 r 段，每段分别包含叫，饥 2 ，…， 个行，又将 
A 的列分割为 s 段，每段分別包含 n , ，〜，•••，〜个列.于是 A 可用 
小块矩阵表示如下 


A u A n ••- A u 

A ^21 ^22 "* ^25 

. • ， 

• 辱 . 

• • • 

.及 1 及 2 …乂… 

其中为 m t Xn } 矩阵.对 B 做类似的分割，只是要求它的行的分 
割法和>1的列的分割法相同（列的分割法没有限制）.于是 B 可表 
为 
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其中 B ,】 是 ji , Xk ) 矩阵. 这种分割法称为矩阵的分块 • 此时，设 

AB — C, 


则 C 有如下分块 形式: 



Cl 2 

… C u 、 

C 21 

« 

C22 

• 

… c 2t 

• 

• 

• 

• 

• 

C , 2 

• 

••• C rt , 


其中 G ; 是 m , 矩阵，且 

* s 

Cij = 

l=\ 

它在形式上与用数作元素的普通矩阵的乘法法则一样，只是要注 
意现在是矩阵的乘法，一般不能交换次序. 

如果用 E m , E n 分别代表 m ， n 阶单位矩阵，那么，对任意 mXn 
矩阵 X 和 nXm 矩阵 y ， 下面分块矩阵. 

\E n 0 1 \E n y 1 

R= ， 5 = 

E m \ [O E m \ 

都是满秩的 m + n 阶方阵(例如，对及做初等行变换，利用其前《 
行元素，即小块单位矩阵艮中元素，可把 X 处元素化为0,于是尺 
经初等行变换化为饥+«阶单位矩阵同理 A 可经初等列变 
换化为 £„+„). 

现设 A 为一 ”阶满秩方阵， S 为” Xs 矩阵， (:为 mXn 矩阵， 
D 为 mXs 矩阵. 考察如下分块矩阵 

IA B 
T= . 

C D 


现在取 



R = 


E n O' 

- c/ri E m y 

那么，我们有 

IA B 

J^JT _ 

— 0 D-CA^BI 

因为尺为满秩 m + n 阶方阵，根据命题 2. 3,我们有 

r(T)=r<iRT). 

因为 A 满秩，矩阵 G 4 S ) 可经初等行变换和列变换化为 (瓦 0) ，由 
此知 

r(RT)=rCA)+r(D-CA~ l B)^n+r(D-CA- l B). 

因此， r (7")= r ( i 4) = n 的充分必要条件是 

r ( D - C ^' I 5) = 0, 

即 D = CA~ l B t 

同样地，如果取 

\E n -A^B] 

5 = , 

10 E m J 

那么，我们有 

A 0 \ 

7^S = 

\c b-ca~ i b 1 f 

这里同样有 rCr )= r (7^). 

上面利用尺(或幻左(或右)乘分块矩阵 T ， 有点像对一个二 
阶方阵作初等行(或列)变换，把其右下角(或左上角)元素化为 0. 
这种方法显然可以类似地推广到一般分块矩阵上去.本节习题4 
及习题7说明这种方法对讨论方阵的逆矩阵是有用的.实际上，这 
种方法还有其它许多应用，此处不再作进一步的讨论了. 

习题四 

1. 将下列各题中的矩阵分块后再做运算： 
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( 1 ) 




1 0 
2 0 


0 0 
0 0 


-1 

2 

n l 

0 1 


0 3—11 

12 0 0 




1 


-2 0 
0 0 
0 0 


1 —1 1 

0 2 1 

1 —1 0 


0 


0 0 




0 

1 


Ij 


( 2 ) 


0 

0 


0 0 2 
0 0 0 
0 0 0 
lo 0 0 




0 


0 

3 


0 

0 

0 


0 -3 


0 


0 


0] 


0 

0 


3J 


(3) 


fO 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 
00000000 
00001000 
0 0 0 0 0 1 0 0 
00000010 
0000000 1 
0 0000000 
2. 求下面矩阵的逆矩阵 


A 


1 — 


3 •设 


1 -1 
0 0 

0 0 

10 0 


X 


0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 0 
0 0 
0 0 
2 3 


1 —1 0 


-1 


2 1 


0 A\ 
C 0 
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D= 


其中 A , C 是两个可逆方阵.设已知 AH，C- 1 ，求X， 

4. 设 

A 0 
C B 

其中 A 是两个可逆方阵•设已知I 1 ，方― 1 ，求 IT 1 . 

5. 设分别为 w，n 阶方阵 ■如果 存在 m， 〃阶可逆方阵 
乃， T 2 ，使 T ^AT, ^ T z x m \ 均为对角矩阵，试证 :存在 m + n 阶 
可逆方阵 T， 使 

A 0 


T 


-i 


0 B 


T 


为对角矩阵. 

6. 将一个 wX ” 矩阵只分块 

IA B 
C D 

其中 A 为々阶可逆方阵.设 


R = 


S 


A B 
0 D - CA X B 


证明: rO«=rGS). 

7. 设将一个 《 阶可逆方阵 /? 分块 

IA B 

C D}' 

其中 A 为 々阶可 逆方阵.证 明： 


R 


(1) A=*D — 为 72— A 阶可逆方阵 

(2) 设已知 / rSA—S 求尺乂 
(提 示:找 一个分块矩阵 Q， 使 

A 0 


RQ 


C D x 


再利用题4的结果 .） 
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第三章行列式 


本章介绍；!阶行列式的定义和基本性质.行列式不但是研究 
线性方程组和矩阵的有用工具，而且在许多理论和实际应用问题 
中，它也发挥着重要的作用.因此，行列式是线性代数中一个必不 
可少的基本概念. 

§1 n 阶行列式的定义及性质 

在曰常生活中，人们用身高、体重等数据来描述一个人在形体 
方面的特征.在物理学中,用物体的体积、质量等数据来刻画该物 
体的物理属性，这种方法也被用来研究矩阵.矩阵是一个长方表 
格，它本身不是数，但我们可以用某些数据来刻画它的某种特征. 
本章阐述的行列式概念，就是用来刻画数域 K 上一个 n 阶方阵的 
某种特征的一个重要数据. 

行列式的定义 

考察数域尺上全体 n 阶方阵所成的集合 MAK ). 从集合 
M „( K ) 到数域 K 的一个映射/称为定义在(尺）上的一个函 
数.因此， M „( K ) 上一个函数就是一个给定的法则，依照这一法 
则， K 上每个 n 阶方阵 A 对应于尺内一个唯一确定的敎 /( A ), 

例如，设 >1=( 叫） eM „( K )， 我们定义，即每个《 
阶方阵 A 在法则/下对应于其第一行第一列元素 a u ，/ 就是 
上的一个函数.由此看来， M „( iO 上的函数是很多的.显 
然，并不是从(尺)上随便一个函数都有研究价值.下面我们介绍 
M „( X ) 上具有某种特定属性的函数，它将成为研究〃阶方阵的重 
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要工具. 

为了使下面的阐述较为简明、清楚，我们在本章中将使用一些 
特定的记号.设 A 是数域 K 上一个 n 阶方阵，其行向量组为％， 
a 2 ，…心 （写成横排形式），列向量组为成名，… ，夂 （写成竖列形 
式），我们根据行文的需要把/写成 


. 或 a = {U， … n 

a 

) 

如果我们只研究 A 的第〗行或第7列，就写 

A = a { 或 A = ( …，見，…）， 

, •) 

把不讨论的行(列）用省略号代替.于是财„(尺)上一个函数 /( A ) 
可以写成 


或 


f(A) 



/( i 4) = fm ， …， Pn ) = /( …，/?)，•••)， 

定义设/是定 义在風 《(尺)上的一个函数，满厍如下 条件: 
对中任意向量 A ， a 2 , … ，〜， a (写成横排形式)以及 K 中任意数 
h 都有 


/ X 


/ 、 




f -s, 



• 

• 

• 

a, + a 

=/ 

• 

• 

♦ 

a, 

+ / 

• 

a 

， / 

• 

» 

• 

ka { 

=kf 

• 

• 

• 

a, 

• 

• 

• 

. ct n J 


• 

• 

參 


• 

嫌 

• 


• 

• 

參 

a 

< J 


• 

• 

« 
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(这里 /=1，2, …， n )， 则 / 称为紙 (尺)上一个行线性 函数. 

设 g 是定义在 M „( K ) 上一个函数，满足如干条 件:对 中任 
意向量 /5 M /3 2 ，…，久，/?(写成竖列形式）以 及尺中 任意数 h 都有 

貧 （ A ， …，式+ 尽 ，… D 

= g ( A ， …， ft ， …， A ) + g ( A ， …， Z 3 , …， A )， 

貧 （反 ，…， 峨，…，久）= A ， …， A ) 

(这里_/=1，2,…， n )， 则称&为从„(尺)上一个列线性 函数. 

例如，考察 M 2 ( K ). 设 

an ci \2 

a = e m 2 ( K ). 

.“21 ^22 , 

定义 / M )= a „ a 22 —如办 .容易验证，/是吣（幻上一个行线性 
函数，也是一个列线性函数(请读者作为习题，按上面的定义自行 
验证). 

如果 M „( K ) 上一个列线性函数/满足如下条 件：当 
(尺）有两列元素相同时，必有 / G 4) = 0, 则/称为反对称的列 
线性函数. 

当然，我们可以类似地定义反对称的行线性函数，这就不再重 
复说明了.读者容易看出，上面定义的 M 2 ( K ) 内的列（行)线性函 
数是反对称的. 

命题 1.1 设/是脱>(尺)上的反对称列线性函数，那么，下面 
命题 成立： 

( i ) 设将的/， j 两列互换得出方阵 B ， 则 f ( B ) = 
— /⑷； 

( ii ) 设将 ze 紙 (幻的第 j 列加上其第列的々倍(々为尺 
中任意取定的数)得出方阵 S ， 则有 / CB )=/ G 4). 

证设 4=( …， A ， …， ft , …）.由于/是反对称的列线性函 
数，我们有 

0; /( …， A + 久 ，…， A + ft ，".） 

= /( …， A ，".， A ，•••）+ /(•••， A ，". ，久，…） 
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+ /( …， A ， …， A ， …） +/ (…，晃，…， ft ， …) 
/(…，/?,，•••，式，…）+/(…，式，…， A ，•••). 


于是 

f ( A )^ /( …， A . ，•..，/?>，…） =— /( …， A ， …， ，…） 
同样地，我们有 

f ( B )= /( …， A ， …， ft 十祕，…） 

= /(•• •，汉 ，… ，式 ，…） + /( …， 汉，…， 々 A ， …） 
=/04) + 々/(…， A ， …， A ，".） =/04). I 
推论设/，&是 M „( K ) 上两个反对称列线性函数，且对某个 
有/04)=貧04).设4经有限次初等列变换变为方阵 
B ， 则仍有 f ( B )= g ( B ). 

证显然只需考虑 S 是4做一次初等列变换得出的方阵就 
可以了.下面分别讨论三种初等列变换. 

( i ) 设互换 A 的两列变为则按命题 1.1, 有 

f ( B ) =- f ( A ) 9 g ( B ) =- g ( A ), 

从而 f ( B )= g ( B ). 

( ii ) 设将 A 的第 7 列乘以尺内非零数々得出方阵万，则 
/( B ) =/(... ，々岛，…）=々/(…，/?;，...）= k /( A ). 

同理，于是/(5)-^(5). 

( iii ) 设将乂的第 > 列加上第 z 列的々倍得出方阵 B ， 则按命 
题1.1，有 

f ( B ) = /( A ) = g ( A ) ^ g ( B ). I 
下面给出本节的基本概念. 

定义设/是 MJK ) 上一个列线性函数且满足如下 条件： 

( i ) 如果 AeA /„(/ o 不满秩，则 /( A ) = 0; 

( ii ) 对从 ( K ) 内单位 矩阵五 ，有 / CE ) = 1. 

则 / 称为 M „( K ) 上一个行 列式函數. 

例如，在 A / 2 ( K ) 上定义函数/如 下:若 


113 


则 f ( A )= a n a 22 ^ a l 2 a 2 i . 那么，容易验证 _/ 是 M 2 ( ZO 上的一个行 
列式函数(具体验证留给读者作为练习）. 

容易看出，如果/是从„(尺)上的行列式函数，那么当/!有两 
列元素相等时， K / OC 〃，故 /( Z ) = 0. 因而，行列式函数必是反对 
称列线性函数. 

命题 1.2 M „ (尺) 上的行列式函数是唯一的. 

证 设/与#是从„(尺）上两个行列式函数，我们需要 证明: 
对任意 有 / C 4)= gM ). 

( i ) 如果 r ( A )< n ， 那么按定义有 / M )= gG 4) = 0. 

( h ) 如果 r (^4)=«， 按第二章命题 2. 2，/1可表为《阶初等矩 

阵尸 i ，…，代的乘积： 

A - P,-P m = EP'”.P t „. 

上式表明 4 可由单位矩阵 £ 做 m 次初等列变换得出.因为/，发 
均为 M „( K ) 上反对称列线性函数，按命题 1. 1的推论，由 /(£) = 
g (£) = l 可推出 

/(A) = g(A). | 

上面我们给出了行列式函数的定义，并证明这种函数是唯一 
的.但 M „( K ) 上是否确实存在这样的函数，还是一个未解决的问 
题.现在我们借助数学归纳法，具体地给出 M „( ZO 上一个函数 
det ( v 4)( det 是英文“行列式” ( determinant ) 的前三个字母），并证 
明它是一个行列式函数. 

给定 AeM „( K )， 我们用 4()) 表示划去 A 的第 / 行和第 j 列 
后 所剩的 n — 1阶 方阵. 因此， A ① 

定义 设定义 

det (> l ) = a n . 

设在集合 Mh ( K ) 内函数 detM ) 已经定义•那么，对 
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A 


： ^11 

a \2 

• • « 


a 2l 

a 22 

• « • 


• 

9 


9 

摯 

• 


• 

, a n\ 

^■nl 

• • • 

d，m 


^ M n (K )， 


定义 

det {A ) = (2 n det^4(j) — (a^det^lCg) + ••* + ( — l) n+1 a lw det>l(*) 

n 

= l / +1 a u det ^4( l ). 

A- I 

这样，对任意正整数《，在 A^(K) 内函数 det(/) 都已有定义. 
下面为了书写时简单一些，我们用记号1 A | 来代表 cieUZ). 如果 A 
=( 化) eMn (尺），那么我们可以写成 


det(i4) = \A 


a \\ a \2 

a 2\ a 22 


In 


^n] “n2 ’•• ^nn 

现在具体地给出 n = 2,3 时 det(Z)= |/lj 的表达式. 

« = 2 时，令 

a u a {2 

A = 

a 2\ a 22 J 

现在 ■Zl( 1 1 ) = (a 22 )，i4(】）= (<2 2 i)， 故 deM(!)=a 22 ，deM(D=(2 21 .于 
是，按定义 

a w a \z 


det (A) 


a U a 22 — ^12^21 


^21 a 22 

它恰好是把二阶方阵正方形表格)两条对角线上的元素相乘再 
相减. 

n — 3时，令 


A 



a \2 

a 

a 2\ 

a 2Z 

a 


^32 

a 


13 


33 
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现在 


/ \ / V 

a^o tz 9^ do 1 cip^ 

糾）二 . ，从）= ，糾）= 

.^32 a 32 ) [ a 3\ ^33 , 

相应的函数值是 

| -^(1 ) | ~ a 22 a 3 ?, — “ 2:^32 ; 
|-^(2)| — ^21^33 — ^23^31 ； 

| /I (J ) | = a 2 \0-^2 — ^-22 a 31 * 

于是，按定义 


det (^4) = 





~ ^ii | a (!) 丨一…2丨 | + a 13 |^4(5) I 

= a \\ a 22 a ZZ H - < ^12 <2 23 £i 31 ~\~ a \3 a 2l a n 



一 ^13^22^31 一 ^11^23^32 — ^12^21^33* 

所以，对一个三阶方阵乂，函数 det (4) 的表达式中出现 6 项. 

对一般 n 阶方阵乂，函数 det ( d ) 的表达式显然比较长，我们 
将在本章最后一节来阐述这个表达式.现在先来讨论一个简单情 

况. 

命题 1.3 我们有 



证对 n 作数学归纳法.〃 =1时显然成立.设上面公式在 W — 
1阶方阵时已成立，那么对《阶方阵 



因为按归纳假设有 
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det^U!)= : 


于是按定义有 

det(/l) ^ a n detA(\) = a u a 22 ^>a nJ1 . | 

推论 det(£) = l. 

证 这是命题 1.3 的直接推论 .I 

这表明函数 det ( Z ) 满足行列式函数定义中的最后一个条件. 
下面来证明它也满足其它条件. w 

1. 首先我们证明 cletM ) 是 M „( K ) 内的列线性函数.设46 
且 A 的第列为两个向量之和加+;^(彳，"6尺），即设/1 
=(……），令 

= (•*• ,«,*••) , A 2 = (••• ， 〆 ，…）， 

上面用省略号代表的列向量均保持不动.我们来 证明： 

I A I ^ X\Ay\ + ^\A 2 \. 

设 A = ( & ) ，其第 7 个列向量是 

<2 U 1 a x 1 b x Aa, 十 . 成 ' 

O-Zj a 2 厶2 ^2 P^Z 

. = Xa (up = A . + 户 • = • • 

• • ♦ • 

• ♦ • • 

P-n} , , a n , Pn , A(2 n ~f~ pb n 

现在对 n 作数学归纳法 . n = l 时， 

\A I — A^t + pb x = AI 八 I + " I I ， 

结论成立.设 A 为 n —1 阶方阵时我们需要的公式已成立，则当 X 
为^阶方阵时， 

Ml = 1 ，十 1 ① 1+ ( - i ) 川 （裇 + 地） M 0)|. 

当 k ^ j 时， A ( i ) 有一列向量为 Ad+W (去掉 a ，# 的第 一分量〜， 
b ' 得出《、#)，按归纳假设，有 
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而 丨 /!(;) I 二 I 4( j ) I = I 八()） I ，故 

I 乂卜 2( — + 

+ ( — lV +1 ； Uz 1 |Z,(;)|+ ( — 1) ， 十 ! ^ 1 I 為 （;■) 

=A X ( — 1 广丨“以 I A (i) I + ( _ - 1)” 、 ^41 (>) I 

M 2(— 1 ) ki ~ l a lk I ^4 2 (i ) I + (— 1 ) J +} b { \ A Z {)) I 
=X\A } \ + //\A 2 \ t 

在上面的公式中，如分别令 A = //= l 和// = 0代入，即知 
detM ) 为 M „( X ) 内的列线性函数. 

现在我们来 证明： 

2. det ( A ) 是反对称列线性函数. 

对；2作数学归纳法.„ = 2时 ，/有 两列元素相同，只能是 

卜 *3!' 

A = ， 

a i a i , 

因此， deK / l ):^ 心 一 〜 = 0,即 A 为反对称列线性 函数. 设对有 
两列相同的 n — 1阶方阵儿 detM )=0 .我们来证 明：当 4是~ 
两列相同的 n 阶方阵时，也有 = 

ZU ) 是有两列元素相等的 n - 1 阶方阵，按归纳假设， | =0. 
因而现在有 

⑷ = ( — 1)|Z(;)|+ (- 

( i ) 若；=/±1，即，•以为相邻两列，那么有 | A (;) 卜 
| 4(]) | 及 〜 ，此时显见 j = 0. 

( ii ) 若^#^±1，不妨设 > / = / + 5(5>2).根据归纳假设， 
det ( A ) 为 Mh ( K ) 内反对称列线性函数，根据命题 1. 1，互换 
| ^4())|两列的位置时，其值变号.而将 4()) 的第/列与其右边的 
列经5— 1次相邻两列的互换之后变为 ZC 1 )， 故 

|叫）丨 = ( — ir ! |糾） j ， 
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代入上面 |乂 I 的表达式，得(注意 a 1; - a lf ) 

Ml- (- 1)|/u;)|+ ( — ik t1 〜 ，（一 iy- } \AC)\ 

= (( — I )— 1 + (― l) ,> 2( )a lf |/K ( ') I - O t 
这样，我们已 证明： 对有两列元素相同的 n 阶方阵 A , det ( Z ) 
= 0,即 det (/ l ) 为 MJK ) 内反对称列线性函数. 

3. 设 AG 紙 ( K )， 且 A 有一列元素全为0,则必有 detM ) = 


0 . 


对 n 作数学归纳法. n ^ l 时，有4=(0)，故 det ( Z ) = 0. 设对 
有一列元素全为0的 《 — 1 阶方阵有 det ( Z ) = 0, 那么，当 Z 是 
第 ]列元素全为0的 n 阶方阵时，我们有 | ZU ) | =0( k ^ j ). 这是 
因为 ZU ) 是有一列元素全为0的阶方阵.又注意 A 的第一 
行 j 列 元素〜 = 0,故 

1 川 = ( — iv + W(.;) 卜 （)• 

命题 1.4 det (⑷是内唯一的行列式函数. 

证 我们已知 detU ) 是上的列线性函数，且 det ( A 》 
=1. 下面只需证 明：当 r (/ l )</ z 时， det ( y 4)=0. 如果 Z 不满秩，可 
设/的第 j 列为其它各列的线性组合.把其余各列乘以适当倍数 
加到第列，可使第 J 列变为0,设所得方阵为凡因为 det ( d ) 为 
反对称列线性函数，根据命题 1. 1，有 deU / n ^ deta ). 但 S 有一 
列元素全为0,所以 det ( B )=0, 即得 

detM ) = 0. | 

给定7^(〜）6胍(/0,我们称数 

I ^11 ^12 … ^ln I 


det(A) = |^| = 


a 2 \ ^22 


… a 


2n 


为方阵 X 的 行列式 ，有时简称为一个 n 阶行列式.这个数是刻画 
方阵 A 的某种特征的重要工具，在数学以至自然科学和工程技术 
各领域都有广泛的应用. 
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现在对 detC 4) 的性质作进一步的 探讨. 

命题 1. 5 det ( A ) 是上的行线性函数. 

证设 A =(%)， yl 的第々 行为两个向量 h 与; ^之和，即设 
(%”••• , a kn )= Aa + ^ = A ( aj ，…， …， b n ) 

=( A ^! 4 - pb \ ，…+ M ”）. 

又令 A lf A 2 表示将 A 的第々个行向量分别换成〃，/?后所得的 w 
阶方阵.我们只要 证明： 对任意有 

1^1 = A | | + "| 

就可以了. 

对 w 作数学归纳法. 《 = 1 时 = UA+ 地） ，故 
1^4 | = ^ A | | 十 " | 為 | . 

设命题对 〃一 1阶方阵成立，我们来证明它对 〃阶 方阵也成立. 

若走=1，那么按 det ( A ) 的定义，我们有 

n n 

I 义 1= S (— i) ,+1 〜 |a(;)|= 2( — i) ,+1 (^ r + m)Mc 1 )| 

/ 1 i— 1 

- A ^( — ir ^ a i \ A ( i )\ + ^ iy +1 b ,\ A (})\ 

f = 1 7 — 1 

=AI 4 I + 八 I ， 

其中用到了 这一事实. 

若走>1，现在按归纳假设,有|乂( ( 1 )|=义|4 1 (, 1 )|+ / ^^4(;)|， 

于是 

n 

ia 卜 X )( — i ) ,+ l a 】,| A(;)i 
» = 1 

= A^]( - 1 ) ,+1 〜 |AC)| + ^S (- 1) H 1 «1^ 2 0)| 

1=1 1 

= k \ A l \ + / x \ A 2 \ t 

现在分别以及户= 0代入，即知 detG 4) 为上 
的行线性函数 . I 

最后，我们来证明 :方阵 A 和它的转置矩阵^的行列式相同. 
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命题 1. 6 det ( A f ) = det ( A ). 

证定义^^(尺)上的函数 / 如下 :对任 意尺上 n 阶方阵乂， 
/ G 4)= detU '). 按命题 1.5， detG 4) 为行线性函数，从而 /( A ) 为 
列线性函数（因为 A 的列为 W 的行），且当 r (/0< n 时， = 
r ( A )< n ， 故 f(A')=det(A , ) =0. 显然又有 /(£)= det (£) = l ，于 
是 /( A ) 是上的行列式函数.根据命题 1. 4， det ( A ) 是 
上唯一的行列式函数，故 /( A )= det ( A )， 亦即 
det (^4 / ) = det(A), | 

命题 1. 6表明，将一个 n 阶行列式的行列互换之后，其值不 
变.这也就是说，在一个 n 阶行列式中，行和列的地位是平等的，我 
们只要证明行列式关于它的列具有某种性质，那么它对行也具有 
相应的性质. 


行列式 的性质 

前面的讨论中已经证明了行列式的一些基本性质，现在对此 
作一个小结，把这些基本性质罗列如下. 

性质1 行列互换，行列式的值不变，亦即 = | A |. 

性质 2两行(列)互换，行列式值变号. 

性质3 若行列式中某行（列）每个元素分为两个数之和（即 
某行(列）向量为两向量之和），则该行列式可关于该行(列)拆开成 
两个行列式之和.拆开时其它各行(列)均保持不动. 

性质4 行列式中某行(列） 有 公因子 AG 尺时， A 可提出行列 
式外. . 

性质5 把行列式的第 y 行(列)加上第 z 行(列）的々倍后，其 
值不变. 

性质6 —个 n 阶方阵 A 不满秩(即 KA )< W ) 时，其行列式 
为 0. 特别地，如果 A 有两行(列)元素相同时， | =0;或 A 有一 
行(列)元素为0时，|>1丨=0. 

以上性质1即为命题 1. 6;性质3和4是 det (乂)为行(列）线 
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性函数的另一种 说法； 性质 2 和 5 即为命题 1. 3;而性质6是 
detG 4) 为行列式函数的直接推论. 

根据性质1和命题1.3,我们有 


a u a'2 • •• a i n 


A 

^■22 ••• ^Zn 


vj 

a \l a 22 

• « 

• 嘩 

0 • ^ 


« • • 

« • • 

碡 • ♦ 

dnn 


a Xn a 2n … a n „ 




我们已知一个〃阶方阵可用行、列初等变换化为阶梯形矩阵， 
从上面的公式可以看出，阶梯形矩阵的行列式值等于其主对角线 
元素的连乘积.而性质2,4,5说明方阵做初等变换时其行列式值 
发生什么变化.因而，这些性质给出计算行列式值的一个有效方 

法. 

例1 计算下列行列式 的值： 


A = 


- 2 5—1 3 

1—9 13 7 

3—1 5 - 5 

2 8 - 7 - 10 


解利用行列式性质2,4,5把它化为阶梯形，再利用上 
面公式计算出它的值，步骤 如下： 



1 

- 9 

13 

7 


2 

5 

- 1 

3 


3 

一 1 

5 

- 5 


2 

8 

- 7 

一 10 

1 


- 9 

13 

7 

0 

一 

-13 

25 

17 

0 


26 

一34 

一 26 

0 


26 

一 33 

— 24 
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1 

- 9 

13 

7 

1 

— 9 

13 

0 

—13 

25 

17 

0 

—13 

25 

0 

0 

16 

8 — 

— 0 

0 

16 

0 

0 

17 

10 

0 

0 

0 


=— (— 13) • 16 * = 312. 



例2 计算下列行 列式： 



解通过观察发现此行列式第2,3,4列元素之和为0,故利 
用性质5,把其第2,3,4行的1倍加到第1行，再利用行列式定 
义，得 



然后对右边三阶行列式应用例1的方法，得 


1 - 1-1 1 - 1-1 

\A\ = i 0 0 - 2 =- 4 0 ~ 2 0 

0—2 0 0 0—2 

= 一 4 • (― 2) • (― 2) =—16. 


例3 计算初等矩阵的行列式. 

解初等矩阵是由单位矩阵做一次初等变换得来的.已知 
|£|=1，故由行列式性质2,4,5可知 

(i) | 尺 U ， 川一叫 1. 

( ii ) I • O I = A |£ I = A ( At ^ O ). 
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(iii) I Pnik ”■ ，川 =r | 五 卜 i; 

I P' n(k • i,j) I = I • / "■) I ：= 1 . 

行列式对任意行(列)的展开公式 

给定 A =( a tJ )^ MAK ). 前面用 A (;) 表示划去犬的第 z 行第 
3 列后所剩的”一 1阶方阵，其行列式 | 4(;) | 称为 Z 中元素 叫的 
余子式.为了简单起见，我们把％的余子式简单地写成只要 
从上下文可以清楚地知道它代表的是哪个方阵中元素的余子式， 
不会产生混淆).这时 X 的行列式的定义可以写成 

n 

I 川 = 2(— iy + i ^\ kM lk . 

它也称为〃阶行列式 m | 对其第一行的展开公式. 

现在我们来 证明： 行列式可以按它的任意一行或任意一列来 
展开.为了把下面所要论证的一般展开公式写的简单明了，我们先 
介绍一个重要的概念. 

定义设为一 n 阶方阵，为第/行第 j 列元素知 
的余子式.令 

A tJ - (- 1) … M ,, = (— iy ^\ AC } )\ , 

称之为元素〜的代数余子式. 

注意余子式和代数余子式八,都是划去2的第 z 行第 J + 列 
元素得出的，所以它们的数值恰与 Z 的第 z 行元素及第 j 列元素 
无关•换句话说，如果改变 X 的第/行和第 j 列元素，其它元素不 
动，那么余子式和代数余子式都没有变化.这一点对我们讨 
论某些问题是有用的. 

例4求 

-1 or 

A = 2 10 

. 0—30, 

的全部代数余子式. 
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解按定义，有 


(- 


(- 1) 1 + 2 M , 


- 2 


(- 1 ) I + 3 M ] 


(— 1) 2+1 M 2] 


(— 1) 2+2 M 2 


(— 1) 2+3 M 2 


1-3 

一 1 1 


0 — 


-1? 


0 

3 — 


- 3 


^31 = (- 1) 计 1 M 31 


-1 


a 32 - (- 1) 3+2 M 3 


— 1 


(— 1) 3+3 M 3 


— 1 0 


-1 


利用代数余子式的概念，行列式对第一行的展开公式可以写 


I ^ I — ^n-^n + a 12 *A 12 + …+ a ln A ln , ' 

命題1，7 n 阶行列式 1 A | 可按任意一行和任意一列展开，展 
开公式为 

1A | = a n A iX + a t2 A i2 + •- + a in A in G = 1 ， 2,… ， w) ; 

Ml = ^\J A U + a〆 。 + … + O-nAnj (i = l ， 2 ,—，”） ； 

证 首先证明对第 i 行的展开公式，再利用行列式性质 1 来 
证明对任一列的展开公式 . r = l 时即为行列式的定义，不需证明. 
下面设 01. 
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如果把矩阵 A 的 / 行与 / 一; I 行互换，再与 / 一 2 行互换 ，… ，最 
后与第1行互换，共经过^一1次相邻两行的互换，此时原第，行换 
到第1行，而其它行则各向下推移一行，它们之间的相对位置没有 
变化.最后得到的矩阵记作 I . 由行列式性质2， 

⑷= ( - l )，.- 1 ! 札 

故 Ml = ( — 1广 Mil . I 川和 | Z | 的余子式分别记作凡和 R .,， 它 
们的代数余子式分别记作 A , 和显然有 

M lk = M lk (k = I ， 2 ，… ，《). 

因而 

( — \y +k M, fe = (- \y +k M, k = (- in— iy +k M 1k 
=( —1) 1+ ’八々. 

把 I z I 按第一行展开(注意 I x I 第一行元 素为％，& ，… , a ( J 


\A\^= a n A u 4 - a,. 2 yl 12 + “*+ a in A ln = 


^ a > kA lk 

1 


而 


n n 

= 乏]〜 * ( — \) i +{ A ik = (—■ l) ，+i ^ jU ik A ik 

k= 1 1 


⑷ =( — 1) , - 1 |^|- (- l )'— 1 •(— 1) ,+ 1 2〜鳥 

n 

= 〉 : 

k=\ 

下面证明 MI 对其第 y 列元素的展开公式 . a 的第 j 列为 i 
的第 7' 行，而故按行列式性质 l 及 A 对第行的 
展开公式，有 

n 

1^1= |A|= 2( — lV +k a h \A f (D 

4=1 

n n 

~ ^ (>) I — ^] a kj ^ kj ' I 

*=i >=i 

有了命题 1. 7 之后，我们计算行列式时，可以挑其中零最多的 
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行(列）来展开. 

例5计算行列式 

— 1 
2 

| 川 = 0 

0 


1 0 
一 1 0 
0 0 
0 0 


0 1 

0 - 1 
0 0 

— 1 1 

0 2 | 


解对第三列展开，得‘ 

2 

Ml- 1 .4=(- I) 143 ° 0 

1 

2 1 0—1 
0—1 0 0 

_ 0 0—1 1 

10 0 2 


1 0 

一 1 0 

0 — 1 
0 0 

= A . 


再把最后所得四阶行列式对第二行展开，得 

| /I | = \ A \ = (— 1 ) * A 22 

2 0—1 

=(一 1) •(- 1) 2+2 0—1 1 

1 0 2 


2 0—1 
0—1 1 
10 2 

=一 (*—!)•( — 1 ) 2+ 


2 

1 


最后，我们来介绍一个重要的行列式 • 

例6证明范德蒙 ( Vandermonde ) 行列式 


1 


川 


a\ 


a 2 


a. 


a ： 


a 


«— 1 


ar 1 


a 


n~] 


n (义 


a } ) 


其中的 I ! 是连乘积的记号.等式右端表示对 h ， a 2 ，…，〜这 n 个数 
作所有可能 的差： 


a t — Uj (1 ^ 7 < z ^ n) , 

然后把它们连乘起来.具体写出来，就是 


JJ i-0-i — ^>) = (^2 — <3i) (^3 — a \) ( a 4 ~~ aj)***((2 n — a } ) 

X (^3 一 a z ) ( a 4 一 a 2 ')*^( a „ — a z ) 
X ( a 4 — a 3 )...( a „ — a 3 ) 


X . 

X Ca n — !). 


证采用数学归纳法.当 n = 2 时，有 


= a 2 — 0.\ y 
CLl 

命题成立.设对 n — 1阶范德蒙行列式命题成立，证明对;2阶范德 
蒙行列式 | A |， 命题也成立. 

在 | A | 中将第 n 行减去第1行的〜倍，第 《 — 1行又减去 
第 n — 1 行的〜倍，….即由下而上依次把每一行减去它上面一行 
的^倍，有 



1 


1 


1 

• • • 

1 


0 

H 

- 

a 3 

- d\ 

… 

- 

| 川 = 1 

0 

• 

^2 - 

- a x a t 

會 

• 

~ 

- a x a z 

» 

… al - 

— a x a n 

• 

• 


• 

0 

(】- 

• 

- 

a n z ~ l - 

• 

K 2 

… a"— 1 - 

• 

- a,a”— 2 
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0-Z ( a 2 _ a i ) ( a 3 — a l ) 


a 「 z (a 2 — A) a n 3 ~ z (a 3 - a x ) 


{a 2 — a Y ){a^ — a x )*"{a n — a x ) 


d n (a n — a 。 

• 

a n n ~ 2 (a n - a,) 

1 … 1 


a Z a 3 

a\ a\ 


tr 2 ar 2 


2 


最后得到的是一个 n — 1 阶范德蒙行列式.根据归纳假设，它等于 
所有可能的差 

(a, — a } ) (2 O < z. < n) 

的连乘积.而包含…的差仏一〜(〖= 2,3^”，《)全在前面的因子中 
出现了，因之，命题对 n 阶范德蒙行列式也成立 • _ 


习題一 

1. 设四阶行列式已经定义，试给出五阶行列式的定义 • 

2. 给定如下四阶行列式 

-1 2 0 1 

0 1—11 
一31 0 2 

— 1 1 0 1 

求余子式 M 13 ， M 31 ， M 24 . 

3. 如睪把 n 阶方阵 UP 的第 z •行元素换为匕 々，… ，乂， 
其余不动，得《阶方阵5•问： | A | 与 1 5 | 的第/行元素的余子式之 
间有什么关系？ 

4. 给定 mX ” 矩阵 
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把它的第，… wV 行； 第乂，乃，…， > 列交叉点处的 〆 个元素保 
持其相对位置不变组成一个 r 阶行列式，称为 j 的一个 r 阶子式 • 
证 明：对 一个〃阶方阵/ I ，如果存在一个正整数，使/ I 的所有 
r 阶子式都为零，则 


| 川= 0. 

5. 设 A 是奇数阶反对称矩阵:，=—儿 证明： UH 0. 

6. 证明 



7. 计算下列行列式 的值: 


( 1 ) 


1 2 

0 — 1 
0 0 

0 0 



(3) 



(4) 


1-210 
0 3—2—1 

4-1 0—3 

12-63 
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(5) 


2 一 1 
0 1 




0 




2 


( 6 ) 


1 Y ° 1 

2 0—11 




3 


1 4- 0 




0 


0 




8. 计算下列行 列式： 

I 工 ： y 

(1) ^ x +y x ; 

I : T 十 : y OC y 

| l+x 1 1 1 

1 1 —x 1 1 

(2) 1 1 1 +) 1 ; 

I 1 1 1 1-) 

卜 2 (a + l) 2 (a + 2) 2 (a + 3) 2 
W (b+l) 2 (b + 2) z (b + 3) 2 

n ) 

' 卜 2 (c+l) 2 (c + 2) 2 (c + 3) 2 

\d 2 w+l) 2 (d+2) z W+3) 2 


(4) 


3 

1 

1 

1 


1 

2 

3 

4 

1 

3 

1 

1 

； (5) 

2 

3 

4 

1 

1 

1 

3 

1 


3 

4 

1 

2 

1 

1 

1 

3 


4 

1 

2 

3 
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9. 证明 


b -\~ c 

c a 

a b 


a 

b 

c 

厶1 + 乙、 

q + 七 

<^\ + 

= 2 


bi 

Cl 

心2 + C 2 

C 2 a 2 

+ 


«2 

bz 

Cl 


10. 求下列方阵每个元素的代数余子式 


- 3 1 0 

A = 2 1—1, 

^ 1 0 1 , 

并写出 Ml 对第二行和对第三列的展开公式. 


4 

0 


11. 写出行列式7 


0 


— 3 2 

— 5 3 
-1 0 

0 1 
7 3 


对第三行的展开公式. 

12. 利用数学归纳法证明 


1 

0 

2 

-1 

2 



^11 . din 

(2 21 … a 2n -! 0 




a nl 0 . 0 

13. 给定 n — 1个互不相同的数〜，〜， 

1 X X 1 … 


， a n — 1，令 


P(x) 


X 


1-1 




1 


<二! 


(1) 证明: P ( x ) 是一个 W —1 次多 项式； 

(2) 求出 P ( x ) 的 n — l 个根. 

14. 设给定 a 阶方阵 Z =( 心)，将其每个元素〜乘以以~(办 
关 0) 后得到 n 阶方阵证明：|洌=|/?|. 
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15. 设给定 n 阶方阵尺的分块形式 

IA B \ 

R = ， 

0 Dj 

其中 A 为々阶方阵.证 明：⑻ • \ D \. 

§2行列式理论的应用 

在这一节里，我们应用行列式理论来讨论线性方程组和矩阵 
理论中的若干问题. 

齐次线性方程组 

首先证明如下命题. 

命题 2.1 —个〃阶方阵 /I 满秩的充分必要条件是 41^0. 
证考虑乂的初等行、列变换对它的行列式的 影响： 

( i ) 互换4的两行(列），其行列式改变符号； 

( H ) 把 Z 的某行(列)乘其行列式增大 c 倍； 

( iii ) 把 A 的第 7 行(列）加上第〖行(列） 的&倍 ，其行列式之 
值不变. 

因此， A 经过一次初等变换后，其行列式乘上一非零常数 .A 
可经初等变换化为标准形 



A 满秩的充分必要条件是 D = E . 但|川=々 • |D | (其中6为非零 
常数).若 D = E ， 则|4丨=^|£|=是参0 ; 反之，若|^1|#0，则|£)丨= 

#0,于是 D = £ ，即 A 满秩 . | 
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现在来讨论 《 个未知量〃个方程的齐次线性方程组 

a u x x + a 12 *r 2 + …+ a u x n = 0, 

^ 21^1 + a u x 2 + + a Zn .v n = 0 , 


[a^X] + a„ 2 x 2 + …+ a nn x n = 0. 

根据第一章定理1的推论，上面的齐次线性方程组有非零解的充 
分必要条件是其系数矩阵 A 的秩 r ( A ) 小于未知量个数〃.现在 A 
是一个《阶方阵，由命题 2. l * r ( A ) <n 的充分必要条件是 
|4| =0.故有如下重要结论. 

定理1 n 个未知量《个方程的齐次线性方程组有非零解的 
充分必要条件是其系数矩阵的行列式为零. 

这个定理告诉我们 :如果 这样的齐次线性方程组系数矩阵不 
为零时，它就只有零解.注意这定理仅限于〃个未知量〃个方程的 
情况. 



首先我们介绍数学中一个常用的记号.命 

，..二！ 1 ， 当…■时； 

,3 10,当，■关 j 时. 

这个记号称为克朗涅克 ( Kronecker ) 记号.利用这个记号，许多数 
学式子就可以写的比较简洁.例如，单位矩阵五可以写成(心），即 
£的/行 j 列元素为 

命题 2.2 n 阶方阵 Z =( 知） 的行列式|/1|和它的代数余子 
式有如下关系 




a t \^ j \ ~\~ a i 2-^ j 2 … ~ I 乂 I ， 

+ … -\- a ni A nj = d lj I 川， 

证当 t=j 时上面两个等式即为命题 1. 7. 下面来证/关> 的 
情况.我们只要证明了第一个关于行的公式，那么，由行列式的性 
质1，第二个关于列的公式就随之成立. 
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把 z 的第7■行元素换成和，如，…，“，得矩阵儿 A 的 Z，J 两 

行相同，故 I z 卜 0 .把 I Z I 对第 ； 行展开，就有 

a , x A ]X + a xt A )t + 4 - a in A in = | 川= 0 . 

其中利用了 I 与/ 仅是第 7 行不相同，故第 J 行元素的代数 
余子式与 Ml 的第 7 行元素的代数余子式相同 . I 
给定一个《阶方阵 


A - 








用 M I 的代数余子式排成如下一个〃阶方阵 


^11 ^21 Ai 、 

-^12 ^- 22 … 

• • • 

• • • 

• • • 

^2n … A ”， 


(即 1 的^行_；列处放置代数余子式 4 )，，称为 4 的伴随矩 
阵.根据命题 2 . 2 ,有 


/1/T = 

v k =\ 

= ( S !：i \A |)= 

:⑷， £ :， 

A^A - 

如果 Ml 关 0, 则有 

n 

^ k ,<^ k 7 

^ k =[ 1 

^ (汐 " ⑷ ） ： 

HU 

1 

\ 

1 

A f A = 
A 

/ 


二 E , 

这表示此时 a 可逆，且 




水 _1 = 

反之，若 A 可逆，则由第二章定理 2 知 A 满秩，再由命题 2 . 1 
知 Ml 參 0 ,于是^ y ^ r 有意义，那么，它就是 A 的逆矩阵.故有 
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定理 2 n 阶方阵 Z 可逆的充分必要条件是 Ml 关0•在/ I 可 
逆时，有 


TX | 


a ' 


给定矩阵 


-1 


-1 


0 0 


0 - 3 


= 一 =—7^0. 

— 3 1 

故 A 可逆.在§ 1的例 4 中已经算出 IA | 的全部代数余子式，于是 
可写出 A 的伴随矩阵 


■^21 ^-31 

■^22 乂 32 
•^23 *^33 


1 - 3 

- 2 - 1 

— 6 — 3 


-1 


那么， A 的逆矩阵是 


— 3 — 1 


1 A 

y y 


~ 7 7 7 * 

± 3 _ J_ 

、 y 7 T - 

下面再来 讨论; 2个未知量〃个方程的线性方程组 
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( 1 ) 


^11*^1 + ( 3 】 2 :t 2 + …+ a Xn x n = b x , 
^21^1 + a 22 :r 2 + … + a 2 n x n = b” 


{a nl jc l + a nl x 2 + ••• + a nn x n = b n . 




a i2 

… ^\n 


/ 


b x 

A - 

a 21 

s 

• 

♦ 

a 22 

• 

• 

• 

… a Zn 

• 

♦ 

• 

， X = 

工 2 

• 

争 

i B — 

、bi 

\ 

• 

• 

• 


s ^n\ 

a„ 2 

… O-nn, 


1 

i 

T 

> 


A , 


则方程组可写成 

AX = B . (2) 

现在 (1) 的系数矩阵 A 是一个 n 阶方阵.我们有如下两个 结论： 

1. 方程组 (1) 有唯一解的充分必要条件是 Ml 关 0. 

( i ) 若 | A | 参0,由命题 2. 1知， rG 4)= n . 从而方程组 (1) 的增 
广矩阵 X 的秩 r ( Z ) = 因万只有^行，其秩不超过;2,而 

r ( A ) > r ( A )= n )， 故方程组有解.再由第一章定理3的 ( i ) 知解唯 


( ii ) 若方程组有唯一解，则由第一章定理3的 （ ii ) 可知, r ( X ) 
= n , 再由命题 2. 1知，|^4|^0. 

2. 当 Ml 关0,方程组 (1) 有唯一解时，命 

X = A 1 B . (3) 

代入 (2) 式，即知 （3) 式就是方程组的唯一解. 

现在用伴随矩阵表示 ^ r 1 ， 代入 (3) 式，得 

X = A~ l B = - XrA*B 



A z: - A nI ' 


V 

l 

^12 ^22 … 戌 2 


b z 


• • • 

• • • 

• • • 

^A ln A ln •- A nnJ 


• 

• 

• 

A, 
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A 


J]A k] b k 

k — 1 
n 


X ] 



I 八 I 恰为把 MI 的第 / 列换成方程组 (1) 的常数项而 得的〃 阶行 
列式.此时方程组 （1) 的解可表为 


x = 


/ > 
-^1 


IA ' 

义 2 

1 

IAI 

• 

• 

• 

1 

— 1 川 

畚 

• 


由此即得如下重要 结论： 

定理 3 n 个未知量《个方程的线性方程组 （1) 的系数矩阵的 
行列式 IA | 关0时，它有唯一的一组解 

IAI ⑷ |A| 

:丨二丽，工 2 = 页 ，…， ^ =丽’ 

其中 | 八| (/=1 ， 2 ,…,；0是把 1 A 1 的第/列换成方程组的常数项而 
得的 n 阶行列式. 

定理3通常称为 克菜姆 ( Cramer ) 法则. 
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例 2 解方程组 

+ — x . 严8， 

x, — 3 x 2 — 6 工 4 = 9 ， 

2x z — jr 3 -h2-T 4 = — 5, 
、 X!+4x 2 —7x 3 + 6x 4 = 0. 


解先算系数矩阵的行列式 


1川= 


1 1 一 5 

2—3 0 

0 2—1 

1 4—7 



= 27 关 0, 


故克莱姆法则可以应用.由于 


1^1 


8 1 一 5 1 

9—3 0—6 

— 5 2—1 2 




0 


1 9 

0-5 


4—7 6 

- 5 1 


81 


0 — 


0 




2 

1 - 
0 

1 


-1 
— 7 
8 
9 




|^| 




2 

4 

1 

3 




0 


1 4 

故方程组的唯一的一组解为 


0 

- 5 
0 

- 1 

— 7 


2 

6 

1 

6 

2 

6 

8 

9 

5 

0 


108 


27 


27, 




工 3 = 


_Al 

W 





从上面的例子可以看出，如用克莱姆法则去解线性方程组，其 
计算量是很大的，远不如用第一章的矩阵消元法简单.但这个法则 
对理论上讨论某些问题是有用的.还应当注意 :克莱 姆法则只能用 
于 n 个未知量〃个方程且系数矩阵的行列式不为零的线性方程 
组. 


矩阵乘积的行列式 

现在来考虑两个 n 阶方阵乘积的行列式. 

命题 2.3 设尸是;2阶初等矩阵， B 是任一 w 阶方阵，则 

I 尸劓= I 尸 I • PI . 

证 尸 B 相当于对 B 作一次初等行变换.下面分三种情况讨 
论： 

( i ) 尸=/\(~+)，则|/ > .| = — 1.而尸5是互换5的~-两行， 
由行列式性质2,有|尸別 =— IBIHPI • \ B \； 

( ii ) P^PnU - 则而尸 方是把 B 的第/ 行乘以 C ， 
由行列式性质 3, 有川 = | P | • \ B \； 

( iii ) P-PXk - f ， j )， 则 |P |=1 •而尸召是把 5 的第 j 行加上 
第 /行的 々倍，由行列式性质7，|抑| = ⑻ =| P | - \ B \. I 

推论 设 C 2 ，…，昃是 n 阶初等矩阵， B 是任一方阵，则有 

\ p x p ^ p s b \ = IPJ . | f 2 |-| f s |- i ^|. 

证' 反复利用命题 2. 3, 有 

\ p 1 p 2 - p s b \= 丨匕丨. = … 

= Ihl . |尸 2 卜 .n |5|. ■ 

定理 4 对任意两个 n 阶方阵 A 3有 

I 圳 =I 川 • I 外 
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证 分两种情况 讨论. 

( i ) 若41=0,则 r ( A )<« •由第二章定理1，有 

r ( AB ) ^ min{r(A) ， r(S) } < n . 

故 MB |=0=| Z | • \ B \. 

( ii ) 若 Ml #0, 则由命题 2. lyr ( A )= n , 再由第二章命题 

2 . 2 , A 可表为初等矩阵的 乘积： 

A = f \ P 2 … P ” 


于是由命题 2. 3的推论，有 

⑷= IFJ - | 尸小叫尸,|， 

1^51= \p,p 2 -p s b\= |^|. |f 2 |-..|^I* \b\ 

= ⑷ • | 5 |. I 

习题二 


1. 设 A ， a 2 , … ，&是 一个线性无关向量组，而 


Pi = i = 1，2,…，久 

jrs \ 

证明成,…, A 线性无关的充分必要条件是下面的 S 阶行列式 


Uu UJ2 
(2 2 1 0-22 


<2j 

2. 给定 wXn 矩阵 


a, 


^ 0. 


A = 


a 21 a 22 … o-in 


证明：若 r ( i 4)= m ，则 A 有一个 m 阶子式不为零 • 

(提示 :考虑 X 的列向量组的极大线性无关部分组 •） 

3. 给定 mXn 矩阵 A ， 证明： 当 A 有一个 m 阶子式不为零 
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时， 

4. 给定 wX ” 矩阵儿 证明： rM )= r 的充分必要条 件是: 
有一个 r 阶子式不为零，而所有 r + 1 阶子式全为零. 

5•设^ “2,…， t r 是互不相同的数， 证明： 

O-i — (I，，,.，"，，； 1 — 1 ) (/ = 1 ， 2,… ， r) 

是线性无关的. 

6. 给定齐次线性方程组 

(d u x 3 + a 12 X 2 — ， 

< a 2\^\ ~^r ^22^2 ^23- r 3 ~ ■^2， 

- a Z \^\ ~ l ~ a Z 2 X 2 ~ l ~ ~ ^3 ' 

问 A 满足什么条件时它才有(且一定有)非零解？ 

7. 给定 n 阶方阵 U ,)， 证 明:若 

n 

l a "l 〉2 \ a ^ I ( Z = 1 ， 2, … ， 72 )， 

J=l 

则 Ml 关 0. . 

(提 示：用 反证法•若 M 丨=0,则齐次线性方程组 / ix = o 有非 

零解 

■^1 = » 工 2 = k” *•' , X n = k n . 

考虑诸々,中绝对值最大者 .） 

8. 给定矩阵 

，—1 2 0 ' 

Z = — 3 1 1 , 

.0 2 0 , 

求它的伴随矩阵 

9. 利用伴随矩阵求下列矩阵的逆 矩阵： 


(1) A = 

1 1 — r 

2 1 0 

;(2) 扣 

’ 2 

1 

2 3、 

—1 0 


J -i o . 


-1 

2 1, 
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1 0 —1 O' 

0 10 0 

(3) . 

0 0-1 1 

.0 0 0 — 1 

10. 给定线性方程组 

' a u x } + a 12 :r 2 十…十 a ln x n = 0, 

a 2] ^\+ a 22 _r 2 + … + a 2n x n = 0, 

< 


—! …+“” 一】 2 x 2 + … +a n ^ yn x n = 0, 

以 M ,. 表其系数矩阵划去第 / 列后所剩 «-1 阶方阵的行列式. 证明： 

( i ) ( M t ，一 M 2 ，…， （一 1) HMJ 是方程组 的解； 

( ii ) 若方程组系数矩阵的秩为 n — l ， 则方程组的解全是 ( Mr ， 
— M 2 ，…，（一的倍数 • 

11 . 证明： 对 n 阶方阵九有 |yr i = ur 、 

12. 设^是力阶方阵.证 明： 

n ， 当 r ⑷ = n ， 
r { A * ) = <1^ 当 — 1， 

儿当 r ( A ) <n — 1. 

13 . 设 A . B . T 均为 《 阶实数方阵，: T 可逆. 证明： • 

(1) 若 S = j / lT % 则 |石丨=14| ; 

(2) 若 i ^ rXT ， 且 丨>0,则 | B |>0. 

14. 设将〃阶方阵尺分块 

IA B \ 

R = ， 

lC Dj 

其中 A 为々阶可逆方阵.证 明： 

\ R \ = \ A \ • \D - CA - ] B \. 

15. 在平面直角坐标系 axr 内给定二次曲线 

a n x 2 + 2 a n xy + a 2 Z y 2 + 2 b^x + 2 b t y + c = 0， 


证明: 
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是坐标变换 


a \\ 

F = a i2 
bi 


a \z b ' 
a 22 方 2 
b z c 


\x — cos 汐 • x'——sin^ • y f + x 0 , 
[y — sin& • x 1 — cos 汐 • y r + y 0 


的不变量. 

(提 示:将 上述二次多项式写成 



a w a \t bi 


X 

(,jc y 1 ) 

^12 *^22 办 2 


y 


A 亡 2 C v 


.1. 


再把坐标变换公式用矩阵表示，然后代入计算 .） 
16. 利用克莱姆法则解下列线性方 程组： 


2 x l — x 2 + 3* r 3 + 2 x 4 = 6， 

3 x 厂3工 2 + 3 x 3 + 2 x 4 = 5, 

( 1 ) < 

紅一 x 2 —工3 + 2工 4 = 3， 

3 a — - r 2 + 3 x 3 — x 4 = 4. 

X ! + 2 x 2 + 3 j ：3 — 2 x 4 = 6， 

2x } — Xo — 2x 3 — 3 工 4 = 8, 

( 2 ) \ 

3 x !+2 x 2 — x 3 + 2 x 4 = 4, 

_2xj — 3x 2 + 3x 3 + x 4 = —8. 

17. 给定 n 个互不相同的数…， A , 又任意给定 w 个数 
fh ， b z ， …， b „. 证明 :存在 一个次数小于 n 的多项式 / Cr )， 使 

/(a,) = bi (/ — l，2，.，n)， 

且这样的多项式是唯一的. 


w §3. 行列式的完全展开式 


按照行列式的定义，一个 n 阶行列式 Ml 可展开为 
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I ^41 = a {1 M n — a 12 M 12 + … + ( — \ Y^ l a in M lnJ 

其中 M „， M 12 ，…，都是 ; 2 — 1 阶行列式，它们又可以按第一行 
展开，用 n -2 阶行列式来表示.…，继续这个工作，最后就得到 n 
阶行列式的完全展开式，也就是利用行列式中的〃 2 个元素直接表 
示行列式数值的一般公式.在这一节里，我们来导出这个公式. 

首先我们给出排列的一些基本概念. 

给定 n 个互不相同的自然数，把它们按一定次序排列 起来： 

0.2 …4， 

称为该《个自然数的一个排列.在上述排列中，如果有一个较大的 
自然数排在一个较小的自然数前面，则称为一个反序.例如， 2,3, 
5,7 这四个自然数的一个排列 7325, 其中 3 在 2 前，是一个 反序; 7 
在 2 前，是一个 反序； 7 在 3 前，是一个 反序； 7 在 5 前，也是一反 
序，故此排列共有 4 个反序* 

一个排列中包含的反序的总数称为该排列的反序数.排列 
的反序数记作 NG ' in ). 例如我们有 W(7325) = 4. —个 

排列的反序数是奇数时，该排列 称为奇排列; 如果反序数是偶数， 
则 称为偶排列. 例如， 7325 是一个偶排列，而因为 #(7235) = 3, 故 
7235 是一个奇排列. 

下面开始讨论行列式的完全展开式.我们先来分析一下二、三 
阶行列式的展开式.二阶行列式的展开式是 

a \\ a \2 

^ ^ 11^22 _ a \ 2 a 2 \ • 

a n a 22 

它是由两项组成的，每项是行列式中属于不同行和不同列的两个 
元素的乘积.如果把行角标按自然数的顺序排列，它的一般项可表 
为 

a li 1 a 2 i 2 > 

而以 2 是自然数1，2的一个排列.这样的排列一共有两个：12和 
21. 而展开式中恰好有 两项: #(12)=0 是偶数，相应的项〜^ 12 前 
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面取 正号; AK 21) = 1 是奇数，相应的项前面取负号. 
再看三阶行列式，其完全展开式是 


12 


31 


^ 11 ^ 22^33 ^ 13 ^ 21^32 " 1 ~ ^ 12 ^ 23^31 


— a \3 a 22 a ：\] 一 a \\ a lZ a ZZ 一 a ]2 a 2l a 33^ 

其中蕴涵着如下几条 规律： 

( i ) 展开式由6 = 3!项组成； 

( ii ) 每一项是行列式中不同行又不同列的三个元素的乘积 • 
如把其行角标按自然顺序排列，则其一般形式为 

a ^ i a ^2 Ui '3 ' 

其中心 v 3 是自然数1，2,3的一个排列，这种排列一共有3!-6 
个，它们恰好对应于三阶行列式的完全展开式中包含的6 项； 

( iii ) 每项前面带有正负号.如为偶排列 ，则心 ，如^^这 
一项前面带正号，如/,以 3 为奇排列，则该项前面带负号. 

把上面的分析综合起来，得出下面的公式 

a U a l2 a J3 
a Z\ a 22 a Z2, 

^31 <^32 ^33 

= 2 (— 1 ) 叭他） * a^a 2t a 2l ^ 

(, iYs ) 

其中 iihh 是自然数 1，2,3 的一个排列，和号 S 表示对所有可能的 
这种排列求和. 

上面之所以利用1，2,3这三个自然数的排列来表达三阶行列 
式的完全展开式，是因为行列式中元素的列角标用1，2,3来表示 
的缘故.如果行列式中元素的列角标改用其它自然数来表示(这也 
是可以的），那么，我们也就要相应地用其它自然数的排列来表示 
三阶行列式的完全展开式了. 

现在我们可以对 n 阶行列式的完全展开式作如下的 推测： 
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0) 它应由 W 项 组成； 

Gi ) 每项是行列式中〃个不同行且不同列的元素的乘积.如 
把它们按行角标的自然顺序排列，则其一般形式为 

a U A a 2i. i a ru n ? 

其中是1，2,…， W 这 W 个自然数的一个排列（如果行列式 
的列角标不用1，2,…，〃表示，而用其它自然数表示，那就改用其 
它自然数的排列）.这样的排列共有 W 个，就对应 n 阶行列式的完 
全展开式中应包含的 n ! 项； 

( Hi ) 每项前面应带正、负号.如果是一个偶排列，则 
这一项前面带 正号； 而如果 i ' i 2 … 是奇排列，则该项 

前面带负号. 

下面证明这个推测. 

定理 S n 阶行列式有如下完全展开式 



其中 Hi 2- i n 是前〃个自然数 l ，2，“*， n 的一个排列，和号 S 表示 
对所有可能的这种排列求和. 

证采用数学归纳法.〃 = 2时，从前面的分析已知命题正确. 
设对〃 一 1阶行列式命题成立，证明对《阶行列式命题也成立. 


按行列式的定义，有 



= ^ nM u — a 12 M ( 2 + …+ ( — l ) n +1 a 3 ff M 3ff . 
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现在我们取出其中第々项 ：（一 进行分析.按归纳假设， 
有 



a 2 i … aik-\ 

… 

^2n 

M n ^ 

«31 … «3i-l 

• • 

參 • 

• • 

1 … 

• 

• 

• 

勢 

• 

• 


a n i … a nk -^ 

a nk ^\ … 

^nn 

= 

X) ( 一 1 广如 . 

、） • a 2 , ， 2 a 3 , 3 . 

••a m ， 

n 


其中“+ 3 … G 是自然数1，2,…，々一1，々+ 1，… J 的一个排列，而和 
号2：则表示对所有可能的这种排列求和.这个展开式的写法和一 
般 n — 1阶行列式的完全展开式的写法有些不同.这原因是 
元素的行角标用的是自然数2,3,…，〃，而不是1，2,…， n — 1，所以 
后面展开式第一个角标的排列是2,3,…，元素的列角标 
是自然数1，2,…，々一1，々+1，”•，《，而不是1，2^”，?7 — 1，所以现 
在求和式中第二个角标所成的排列心 V •乂是1，2,…4 一 1， 
是+ 1，…， n 的一个排列.这只是写法上的不同，对问题的实质没有 
影响. 

于是，我们有 
dn * ( — \ y Jrk M n 

= a n - (- 1)叫2 ( — 1， (V3 .、） • 


S (- i) a 


- i )+ N ( i,r 


3 " • ^ ika 2 , a 3 , -*- a ni 

o 6 « 


(ij 


3 n 


其中用到了 ：（一l) 1+i =( —1 广 1 .现在考察排列 

ki z i ^* n n . 


这是1，2,…， n 这; I 个自然数的一个排列，其中有々一1个比是小 
的自然数 （SP 1，2,…，々一 1) 排在々的后面，故此排列关于々有 
是一 1个反序，其它反序与 A 无关.从而有 
N ( ki 2 ifi „) = (k ~~ I ) + 


; 代入 （1) 式，得 
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〜 \ y + k M lk - 2 ( - 

6 a n 

( W ，、） 

现在考察 1 ，2,…， n 这 w 个文字的所有可能的排列 


( 2 ) 


屮 2… h ‘ 

当 A 取自然数 A 时，以3… L 取 l ，2""，々一 l，A + lr “， w 的所有可 
能的排列•再让々取遍1，2,…，〃，这就得出1，2，_»,〃，这^个文字 
的所有可能的排列，而且其中没有重复.根据这一分析，如把 (2) 式 
所得结果令（=1，2,…， n 代入再相加，即得 


mi = 1>以•（一 in 
力 =i 


= 2 S (― 1)"( • a } k a Zt - 2 — a ntn 

A=1 C V 3"* r ' n ) ” 

= 2 (― l) w ( ,!,2 • a u 〗 a 2 , 2 ".a'. ■ 

(V'2 …、） " 

例 1计算行列式 

a u ………… a Xn 

, . , a 2\ . a 2n-l 0 

a 二 0 ' . 0 

解按定理5,有 

⑷= S (— I) ，， 2 .. 、） wca”,.. 

只需考察展开式中可能不为零的项.显然，此时必有 ^ = 1( 第 n 列 
除第一个元素不为零外其它元素均为零），= … ，/ 2 = n — 1，6 
.故 

⑷ = ( — D^^-^-2-D 

因为 iV ( n(n — 1)，”21) = 1 十2+… + (w — l )= n(n — 1)/2,故 

I A j n(n— 1 ) 

1^1 = (— 1 )~ 2 — • a u a 2n ^ Y --a n ^ 
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例 2 设〜⑴是〖的可微函数，求 证: 


a u it) a ]2 (t) … a yn (0 

d I ^4 I d a 2l (^) (222(,) … a 2n(t) 

dt ^ dt : : : 

• • • 

a nl (t) a„ 2 (t ) … 

a n {0 a X 2 { t ) … a }n (0 

m • • 

• • • 

• • • 

n 

= 2 心 2 ⑴ … a' in (t) 

^=i • 

♦ • ♦ 

• 番 • 

a nl (t) a n2 {t) … a nn (t) 

证利用定理5,有 


d\M_ 

dt 






a lr - (t)a 2l (t)*^a ni (t) 

1 L ft 


n 

= 22(— l) NCll ， z "' ， n) a 1I - i (t)'-a' 



a u (t) 

9 

a 12 ⑴ 

• 

• 

n 

S 

i — 1 

• 

• 

• 

• 

• 

a ! k2 it) 

• 

• 

• 

… a 1 kn (t ). 

• 


• 

a nl (t) 

• 

a n2 {t) 

• 

… a nn {t) 


现在利用定理 5 证明如下命题. 

命题 3.1 —个〃阶方阵 Z 有如下分块形式 

, ^ 3 ] 

^ = ， 

10 A 2 j 

其中忒是 r 阶方阵，次是 n - r 阶方阵.则 | 

1-4 I == 1^1 I * 1^2 I . 

证把^具体写出来 
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a 


a 


A 


r 


^■r\ 

0 

_ 

LO 


a rr a, 


0 a, 


0 a nT 


a 


a, 


… 0 ， r+\ n 


按定理5,有 

1川 = 2 (― l )‘ V (, V 厂 , V 〜 l a 2, 2 … an ， r +1 , ^+ l …气^ 

— ( ViT 、） 

因为 A 的 r +1, …，〃行中前 r 个元素全为零，故 |/ U 的上述展开 
式中 山 +1 ，…丄仅能在 /* 十1，…， n 这; 2 — ; •个自然数中取，即是它 
们的一个排列•从而 w ' l ， …乂应是1，2, " 这 r 个自然数的一个 
排列.此时显然有 

Nii'u.iiwin) = N(J' … i r ) + N(J r+ '… i „) ， 

故 

\ A \={ D (- 
(丫 •') 

x ( X! (― . 乂） 

= I 八 I • | ^2 I . I 

特别地，如果 A 是准对角形 

Mi 01 
A = ， 

[o ^ 2 ] 

则 = I 八 I • j A I . 

利用数学归纳法，不难得出 
推论设 A 是准对角矩阵 

[A | 



A = 


A.J 
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1. 求下列排列的反序数，并判断它是奇排列还是偶排列 • 

23145； 985467321; 375149； 

n(n —1)0 —2) …321;(加+1)(2”一1 ) — 531. 

2. 选择/与使 

(1) 127如56々9成偶 排列； 

(2) 1 U 5 M 897 成奇排列. 

3. 在六阶行列式中， 

^ 23 ^ 31 ^ 42 ^ 56 < 2 14^65 


以及 (232<243^14<251^66^25 

这两项应带什么符号？ 

4. 写出四阶行列式中所有带负号，且包含因子 a 23 的项. 

5. 证明： 


6•求 


d-2 ^3 “5 

b x b 2 b z h 

q *^2 o 0 0 

屯 d 2 0 0 Q 

I e x e 2 0 0 0 



2x 

/(x) = _ 


1 2 

1 - 1 
x 1 


1 



X 


中 X 4 与 X 3 的系数 • 
7 •由 
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证 明:前 n 个自然数 1，2, …， 《 所组成的排列中，奇、偶排列各占 
半. 

8.求 





… 〜 

2 

a zi l 

• 

• 

• 

hh-"U 

• 

• 

Cl n ； 

nJ l 

• 

• 

鲁 

• 

… 


其中和号表示对前 n 个自然数的所有可能的排列 m 求和. 
9.设 U ,,) 是一个 / z 阶方阵，证 明： 



A — 〜 —«12 … 一 a ln 

—a 21 A — a z2 .“ — <^in 


— <i»\ — a ” 2 … X — a m 


是 A 的首项系数为 1 的 n 次多项式. 
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第四章线性空间 


在第_ _-章和第二章中•我们引进 r " 维 向齄空 间和矩阵的概 
念.在搞清这两章的主要内容之 tr ， 读者就会发现，线性方程组的 
理论实际 h 吋以看作是 〃维向 量空间和矩阵的一般理论的一个应 
用.这说明深入地研究^维向 M 空间和矩阵在理论上是很有意义 
的.从本章开始，我们将把 " 维向 M 空间和矩阵的理论提到中心的 
地位上来，把它们当作我们的主要研究对象. 

在科学 h 研究某个问题时，-般总是先从具体事物的研究入 
手，从中概括出某些具有普遍意义的规律，然后把它们抽象化，提 
升为更一般的理论.在前面我们研 究了〃 维向量空间和矩阵这两 
种较为具体的事物，得到了许多重要的结论（用命题和定理的形式 
表达出来）.在这--章和下一章，我们要把这两方面的东西从理论 
上再加以抽象化，使我们对它们的研究深入一步，从而使它们可以 
应用到更广泛的领域中去. 

5 1线性空间的定义 

线性空间的概念是 〃维向 量空间概念的抽象和提高.为了讲 
清这一重要概念，我们首先回顾一下集合论中的若干术语和记号. 

集合论的若干基本概念 

在数学上，把某些被考察的对象的全体当作一个整体看待，称 
为一个集合.例如，我们把数域 K 上的〃维向量（即其分量均属于 
数域 K ) 的全体看成一个集合.在第一章§ 2中，我们在这个集合 
中定义了加法和数乘运算•然后称之为数域尺 上的〃 维向 M 空 
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间.又如.我们把数域 K 上全体 X 〃矩阵晉成一个集合.这个集 
合通常记为 H ). 而数域 K 上全体"阶方阵也成一集合.这 
个集合在本书中固定用记号 A /,, ( ZO 表示. 

如果 a 是集合 M 的一个成艮，我们就说 u 是集合 M 的一个 
元素•记作 M , 读作“〃属于 M ”. 如“不属于集合 Af ， 则记作 a 
各读作 “ u 不厲于 M ”. 如果 M . N 是两个集合•而中的每个 
元素都属于 M ， 则称 W 是 Af 的一个 子集合 ，记作读作 “M 
包含/ V ”. 

设 M ， 7 V 是两个集合，把它们的元素合并在一起得到一个新 
集合，称为 M 和 W 的并集•记作 MUN . 而集合 M 和 W 的公共元 
素的全体也成一集合，称为 M 和 7 V 的交集，记作 Mf ] N . 

例如，有理数集合是实数集合的一个子 集合； 有理数集合和实 

数集合的并是实数 集合； 有理 
数集合和实数集合的交是有理 
数集合.又如，两条直线 A 和4 
交于 O 点.命从表/,上全体点 
所成的集合，〜表/ 2 上全体点 
^ 1 所成的集合，则 A / UiV 是/ ，和 

h 上点的全体所成的集合;而财门#是仅由点 o 组成的集合（仅 
有一个元素）. 

不包含任何元素的集合称为 空集合 ，记作0.例如方程 * r 2 + l 
= 0的实根所组成的集合是一空集合.空集合并不是由数0组成 
的集合，而是不包含任何元素的“集合”.按理说，它不应当称为集 
合，但是使用空集合这一概念对我们讨论许多问题是有好处的.例 
如，当集合 M 和 7 V 没有公共元素时，我们就说它们的交集是空集 
合，记作 ' 

两个集合 M 和 TV 相等，是指它们的元素完全一样.要判断两 
集合是否相等，通常可以从两个方面进行考察 ：（ i ) 是否 
即 M 中每个元素是否都属于 iV ; ( ii ) 是否 iVGM ， 即 iV 中每个元 





素是否都属于 A /. 如果上面两条都成立，则可断定 M = N . 

给定两个集合 M 和〜，如果又给定一个法则/，使 M 中每一 
个元素 a 在/下都对应于 W 中一个唯一确定的元素，记作 /( a )， 
则称/是集合 M 到集合 JV 的一个映射. /( a ) 称为 a 的象，而 a 则 
称为 /( a ) 的一个原象. 

例如， M 是平面上全体点所成的集合, W 是实数的二元有序 
数组(: r ， y ) 的全体所成的集合.取定平面上一个直角坐标系后，就 
给了一个法则，使平面上每个点，即 M 的每个元素都对应于唯一 
的一个实数的二元有序数组（即该点的坐标），这就给了 M 到 TV 
的一个映射.这个映射是平面解析几何中坐标法的基础.又如 ， M 
是区间（一 oo ，+ oo ) 内全体实数所成的集合， at 是区间[一^幻内 
全体实数所成的集合，命 

/ O ) = sinx , jc G (― °°，+ ㈤ ）. 

则/是 M 到 TV 的一个 映射. 不难看出，数学分析中的函数都是从 
一个集合(函数定义域)到另一个集合（函数值域)的映射. 

设/是集合 M 到集合 W 的一个映射，下列三种情况是特别 
重 要的： 

1. M 中不同元素在/下的象 /( a ) ,/( W 也是 W 中的不 
同元素，此时/称为单一映射，简称 单射； 

2•对 N 中任一元素都至少存在 M 中一个元素 a ， 使 /( a ) 
=办，此时/称为 满射； 

3. /既是单射，又是满射，此时/称为双射或一一 对应. 

上面举出的第一个 例子: 平面上的点对应于实数的二元有序 
数组，是一一 对应; 而第二个例子(正弦函数)是满射，但不是单射. 
因为在区间（一⑺，十⑺）内两个不同的实数的正弦函数值有可能 
相等 • + 

现在设/是集合 A / 到集合 W 的一个一一对应.此时任给 7 V 
中一元素6,它在 M 中恰好存在唯一的一个原象如果我们定义 
W 到 M 的一个映射#如 下:对 W 中任意元素 S 让它在 g 下对应 


于它在 / 下的唯一原象 心 那么容易看出， N 中不同元素在 g 下也 
对应于 M 中不同元素，即 g 为 W 到 M 的单射，而且 M 中任一元 
素 a ， 若 /( a )=6, 则6在 g 下的象即为 a ， 即发为 W 到 M 的满射， 
因而 g 是 N 到 M 的 一一 对应.我们把 g 称为/的 逆映射 ，记作 
f ' 因此，集合间的双射(一一对应)都存在逆映射. 

线性空间的定义 

我们首先回想一下，在第一章中，我们把数域欠上 n 维向量 
的全体所成的集合，连同它们的加法与数乘运算合称为数域 K 上 
的 n 维向量 空间. 在那里，我们用命题 2. 1概括了它的最基本的性 
质.我们当时曾经指出，只要有了该命题所列举的八条性质，那么 
后面所论述的许多结论就都成立.具体地说，像向量组的线性相关 
与线性无关的概念(利用命题 2. 2及其推论中给出的等价定义)以 
及与之相关的命题 2. 3,2. 4及 2. 5等等就都成立.这一事实启发 
我 们：可 以不限于研究〃元有序数组这种比较具体的东西，而去研 
究一个更一般的集合.只要设法在这个集合中确定出加法和数乘 
(关于某一数域 K ) 运算，使之满足第一章命题 2.1 所指出的八条 
规律，那么，前面关于《维向量空间的许多结论就可以平行地推移 
到这一新的研究领域中来了. 

例如，考察闭区间 [ a ，6] 上全体实连续函数 /( x ) 所组成的集 
合，我们记之为 C [ a ,6]. 这个集合内任意两个元素 / Or ) 与 g ( x ) ， 
它们作为函数可以有加法 运算: /( x ) + gCr ), 而且其和仍为[>，办] 
上的连续函数，也就是仍然属于集合 C [ a ,6]. 对任一实数々，有乘 
法々/( X )，且乘以 A 后所得的 kf ( x ) eC [_ a,bl 这样一来，在集合 
C [ a ，6] 的元素之间有加法和与实数的数乘运算.不难验证，这两 
种运算具有第一章命题 2. 1所指出的八条基本性质，因而第一章 
§2中的许多基本概念和命题就可以应用到 C [ a ，6] 上来了 . C 0, 
幻中的元素和〃维量空间中的向量是根本不同的两种东西，但 
从上面的分析可知/它们之间有着某些共同点.这些共同点追根究 
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源是由于它们都具有上面所说的两种运算和八条性质而产生的. 

像这样的例子还可以举出很多，从理论上加以概括和 
抽象化，就得到线性空间的一般性概念. 

定义设 V 是一个非空集合，尺是一个数域.又设： 

( i ) 在 V 中定义了一种运算，称为加法.即对 V 中任意两个 
元素 a 与 A 都按某一法则对应于 K 内唯一确定的一个元素，记之 
为 a +/?; 

( ii ) 在 V 中定义了一种运算，称为数乘.即对 V 中任意元素 
«和数域 K 中任意数々，都按某一法则对应于 V 内唯一确定的一 
个元素，记之为 

且满足下面的八条运算 法则： 

(1) a+q3+7) = (a+l3)+7 ； 

( 2 ) 

o ) 存在一个元素 oer . 使对一切有 

a + 0 = a ， 

此元素0称为 V 的零 元素； 

(4) 对任一 aev 都存在使 

a + /? = 0 ， 

称为 a 的一个负 元素； 

(5) 对数域中的数1，有1 • 

(6) 对任意是， / eK ， aev ， 有 

(kl)a = k(ia ) ； 

(7) 对任意是，/6尺， aGF ， 有 

{k + l)a = ka la ； 

(8) 对任意々€尺，《,々6'^，有 

k(a = ka + k/3, 

则称 F 是数域尺上的一个线性空间. 

显 然，〃 维向量空间是线性空间的具体例子.我们再来举一些 
例子. 
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例 1 取集合 T / 为三维几何空间中全体向量（有向线段 ）， K 
为实数域深.则 V 关于向量加法(平行四边形法则）和数乘构成一 
实数域货上的线性空间. 

例 2取数域 K 上 矩阵的全体所成的集合 M m ，，人 K ), 
加法和数乘为矩阵加法和数乘.显然，定义中的八条性质是具备 
的，因此 ，紙 <,„( 尺） 构成一数域 K 上 的线性空间. 

例 3取全体实数所成的集合其加法为普通实数的加法， 
其与有理数的数乘为普通数的乘法，则薄为有理数域沒上的一 
个线性空间. 

例4 取以数域尺的元素作系数的一元多项式/( X )的全体 
所成的集合，记之为 KIXI 加法为通常多项式的加法，与 K 的元 
素的数乘为通常数与多项式的乘法.显然，定义中的八条性赓是具 
备的，因而 K [ X ] 是数域 K 上的一个线性空间， 

例 S 取以数域尺的元素作系数而次数小于《的一元多项式 
/( X )的全体所成的集合，记之为 K [ Xl . 加法与数乘运算同例 4. 
显然，也是数域 K 上的一个线性空间. 

如果取 F 为 / C [ X ] 中全体〃次多项式 U 为一个固定的正整 
数）所成的集合，加法与数乘定义同例4,那么此时 V 不成一线性 
空间，因为它关于加法运算不封闭（或者更确切地说，这个集合内 
多项式的加法并不总有意义).例如 : HV ，一 但 ( X ”）+ 
(-x n )-o$y. 

从上面的例子已经可以看出，线性空间的概念比〃维向量空 
间的概念具有更大的普遍性，因而，它的应用范围也更广. 

因为线性空间是从向量空间抽象出来的，所以我们把线性空 
间的元素也称为向量.虽然，它已不再具有三维几何空间中向量的 
几何直观意义，也不再具有〃维向量空间中向量的 n 元有序数组 
的具体 形式. 线性空间中的零元素称为零 向量. 一个向量《的负元 
素则称为《 的负向量. 
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•线性空间的基本关系 


设 y 是数域尺上的一个线性空间.由于 F 内的加法和数乘 
运算是以非常抽象的方式给出的，可能跟我们熟悉的数或 „ 维向 
量空间中向量的运算相去甚远，因此，我们已经习以为常的一些东 
西，严格来讲，都需要重新从逻辑上加以证明.下面把它们列举出 
来. 

(1) V 中的零向量是唯一的. 

设 h ，0 2 为\^的两个零向量，按零向量的定义 ，有： 

0 ] = 0 , + 0 2 = 0 2 + 0 ! = 0 2 . 

(2) V 中任一向量 a 的负向量是唯一的. 

设/?，/均为《的负向量，则 

J3 =/3 + 0 = J3 + (a + 7) = (J9 + a) + 7 

= o + y ~ 7. 

a 的唯一负向量今后记作 一 a ， 而 《+( — /?) 记作义这就是 
线性空间中的减法运算. 

(3) 消去律.若《+/?=«+/，则/?=八 

以 一《 加等式两端，得 

—a + (a + j3) = — a + (a + 7). 

再用结合律以及负向量和零向量的定义，即知 卜 7. 

(4) 0 • a =0; (― l ) a = — a ； k * 0=0. 

分别证这三个等式. 

因为0 • a +0 • a ~ (0+0) • a =0 - 0 • a +0, 由消去律， 

即得0 • a =0. 

因为 a +( — l ) a=l • or +( — l ) a=(l + ( — l )) a =0 • a =0, 故 
(―1)“ 为 a 的负向量， BP (_ l ) a =— a . 

因为 A • 0+k - 0 =是（0 + 0)=是 • 0 = k * 0+0,由消去律，即 
得是 • 0= 0. 

(5) 若如= 0,则々= 0或 a =0. 
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若& =0 且々#0,则 

«=1.«=(外=|咖)=士.0 = 0. 

(6) 若 = 则 a = 

证法同 （5). 

还有一些更为简单的关系式，这里就不一一写出了. 

习题一 

1. 给定两个集合 A /， W ，其元素分别为 

M = {- 1，3,2，1，0} ; N = {2, ~ 1,7,0,9, - 3}. 

试求 

2. 证 明:对 任意三个集合从，"4，有 

a/ n u />) - (m n u (M n ^)； 
m u n = cm u n (M u L). 

3. 求 ，其中 m < n . 

4. 求 MX 贫） f | 紙 (貧) . 

5. 命 M 表全体自然数所成的 集合; TV 表全体正偶数所成的 
集合•定义 M 到 W 的映射/ 如下: 对任一 w eM ，/( n ) = 2 n ， 证明: 
/是 M 到； V 的一一映射. 

6. 命 M 表数域尺上全体二维向量所成的集合，表数域尺 
上全体三维向量所成的集合 • 定义 M 到斤的映射/ 如下： 

/ ： («! ， a 2 ) | - ► (^1 ,a 2 ,0) , 

证明/是 M 到 W 的单一映射，但不是一一映射. 

7. 命 M 表数域 K 上全体三维向量所成的集合，定义 M 到 
M 自身的映射/ 如下： 

f I >^3 ) I ^ (^1 ， “2 ， 0 〉， 

证明/既不是单一的，也不是满的. 

8. 检验以下集合对于所指定的运算是否构成实数域上的线 
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性 空间： 

(1) 闭区间 [ a ， 幻上全体实连续函数 /(X) 所成的集合 （7[ a ， 
幻关于通常函数加法和与实数的乘法； 

(2) 设 Z 是^阶实方阵，/的实系数多项式 


/(^4) — a 0 A m + 


r- 1 


__ a m -. x A -)- a„,E 


e. 资） 


的全体所成的集合关于矩阵加法和数乘运算； 

(3) 全体实对称(反对称、上三角、下三角）矩阵所成的集合关 
于矩阵的加法和数乘运算； 

(4) 平面上不平行于某一非零向量的全部向量所成的集合关 
于向量的加法和数乘运算； 

(5) 全体实数的二元有序数组所成的集合关于下面定义的运 

算： * 

( 〜，仏） (<3 2 ， 々 2 ) = (a | 十 十办 2 + 

k ° (a,b) = I ka,kb + . ~~^ 2 ) » 

(6) 平面上.全体向量所成的集合关于通常的向量加法和如下 
定义的数量 乘法： 

k 。 a 二 0; 

(7) 全体正实数所成的集合关于下面定义的 运算： 

a @ b = ab^ 
k 。 a = a k . 

9 .令 

—1 十 /Ti 


2 ， 

而沒 O ) 为全体形如 

<3+^01 (a ,b G 

的数所成的集合.定义沒 ( M 内元素的加法为普通数的加法，与有 
理数々的数乘为普通数的乘法.证 明：穿 ㈦ )关于上述运算成为有 
理数域沒上的一个线性空间. 
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§2 有限维线性空间 


设 V 是数域尺上的一个线性空间.前面已经 指出： 第一章§ 2 
中关于〃维向量空间的一些基本定义和名词可以平行地推移到 V 
中来.我们这里只简单地把几个最重要的概念重复说一下. 

(1) 给定 V 内一个向量组，…，％，如果对 F 内一个向量 
A 存在数域 K 内的5个数匕4 2 ,…， M 吏 

P 二 + k 2 a 2 + •- + k s a s , 

则称卢可被向量组，…^线性表示. 

(2) 给定 V 内一个向量组力 ， a 2 , …，仏，如果存在 A ： 内不全为 
零的 s 个数 k '， k ” … ， k s ，使 

々 1 % + k 2 a 2 4 - ••- + k s a x = 0 , 

则称向量组％，〜，… ，乂线 性相关.如果由 

十 々 2 a 2 + …+ k s a s = 0, 

必定推出,« 2 , — , a s 线性无关. 

(3) 给定 V 内两个向量组 . 

， V ，《 r , ( I ) 

卢1 ，卢2,…， A ， ( I ) 

如果 （ I ) 中任一向量都能被 （fl )线性表示，反过来 ， U ) 中任一向 
量也都能被 （ I )线性表示，则称两向量组等价. 

(4) 给定 V 内一个向量组 A ，七， …， ％，如果它有一个部分组 
a , 、，化 2 ，…， 满足如下 条件： ' 

( i ) . 它线性无关； 

( ii ) 原向量组中任一向量都能被它线性表示. 

则称此部分组为原向量组的一个极大线性无关部分组,一个向量 
组的任一极大线性无关部分组中均包含相同数目的向量，其向量 
数目称为该向量组的秩.- 

在第一章§ 2证明命题 2. 3,2.4,2. 5时，都仅仅用到该章的 
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命题 2. 1，而没有用到向量的;2元有序数组的表达形式.因为命题 
2. 1现在已经包含在线性空间的定义中了，所以，对线性空间 V ， 
这些命题也都成立，我们不再重复证明，而将直接加以引用. 

但是这里需要强调指 出：在 V 中凡涉及数乘运算时，都仅限 
于 K 中的数.用 K 以外的数做数乘是没有意义的.这一点在第一 
章§ 2中还没有可能很明确指出来(那时还未给出数域的概念）， 
现在读者必须注意这一点. 

例1区间 U 4) 内全体可微实函数 / Cr ) 所成的集合 Z ) U ， 
办），其关于通常函数的加法以及与实数的乘法组成实数域上的一 
个线性空间.设 A ， A 2 是两个不同的实数，考虑 D 0 z ，6) 的向量组 
eV ， e V . 我们来证明这个向量组线性无关.设 

6eV + = 0 ， 

证明々,=々 2 = 0 ,注意现在做数乘的&，々 2 只能是实的常数.等式右 
端的0是中的零向量，即常数函数0.上面的等式表示在 
区间内左端的函数恒等于零.把该等式两端对: r 求微商，并 
与该式联立得方程组 

J^ 1 A 1 e jl ' r + 走 2 入 2 eV = 0 ， 

lleV + 々 2 eV = o. 

以 : r = 0 代入上面联立方程中，再把 h 看作未知量，解方程组， 
利用々 # A 2 ，即知其有唯一解々’ 

线性空间 D ( a ， W 内向量组的线性相关与线性无关概念在微 
分方程中是很有用的. 

例2 全体形如为有理数）的数组成的集合 
没 （/ T )， 其关于通常数的加 法以及 与有理数的乘 法组成 有理数 
域逆上的一个线性 空间. 考虑逆 （/ T ) 内的向量组 

1 ，•/» — 5 . 

显然，存在不全为零的有理数 I ，々 3 ， 使 


々1 • 1 + 是2 • V ^3~ + 5) — 0 
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(例如取 h = 5，h = 0，々 3 =l). 故这个向量组线性相关.再考察它 
的部分组1，#，那么.对任意有理数々,，由 

k ' • 1 + 々2 . = 0， 

必定推出匕=々2 = 0(注意现在做数乘的 k \， k t 仅限于有理数，如 
k ^ k 2 不全为零，则必定全不为零，于是就有 #=— 夂/々 2 为有理 
数*矛盾）.这说明1，线性无关•原向量组显然能被它们线性 

表示，故1，是向量组1，#， 一 5的一个极大线性无关部分 
组.于是此向量组的秩为 2. 

线性空间的维数和基 

命题 2.1 设 V是数域 K 上的一个线性空间.如果在 y 中存 
在《个线性无关的向量 

^1 » *** ，€„， ( I ) 

使V中任一向量均能被 （ 1 )线性表示，那么，有 

( i ) 任给 V 内《个线性无关向量 

( I ) 

则 v 中任一向量都能被 （ I ) 线性 表示； 

( ii ) 如果％，？ 2 ，…， 7,是 V 的一个线性无关向量组，且 F 内 
任一向量均能被它们线性表示，则 

证 （ i ) 任给考察向量组 

7 i ，72,…，々”，“• 

它们能被 （ I )线性表示，其个数>«，由第一章命题 2. 4,此向量组 
线性相关.于是存在尺内不全为零的数々 } … ，々„ 使 
是 l 7 l + 是2々2 + …+ K% + k& 0 . 

在上式中，如々 = 0,等式变成 

^i7i + 々2々2 +- 1- k „ rj „ = 0. 

而因为 7i，7z ， 》线性无关，必有与假设矛 
盾.故必定々弇0,于是 
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一 — 

即 a 可被 n ，••*，?《线性表示. 

( ii ) 根据所给的条件，与&，&，•••，&等价，由第 
一章命题 2. 5的推论2,它们的秩相同.它们又都是线性无关的， 
其秩分别为5与”，故 s = ■ 

根据命题2.1，我们可以给出如下一个重要 概念： 

定义 设1/是数域 K 上的一个线性空间.如果 V 中存在 n 
个线性无关的向量 


在| ? e 2 ?…^ ’ 

使 V 中任一向量均能被此向量组线性表示，则 K 称为《 维线性空 
间 ，记作 dimV = n . 上述向量组称为 V 的一组基.单由零向量组成 
的线性空间称为零 空间. 零空间的维数定义为零. 

从命题 2. 1可 知：在 n 维线性空间中，任意《个线性无关向量 
都是它的一组基，反之，它的任意一组基也一定恰好含有 n 个向 
量.显然，在一个 n 维线性空间中，任意 n + 1 个向量都是线性相关 
的，所以，在一个 〃维线 性空间中最多只有〃个线性无关的向量. 

如果在一个线性空间中存在任意多个线性无关的向量，则称 
之为无限维线性空间 .而〃维线性空间则统称 为有限维线性空间. 
本书主要讨论有限维线性空间. ' 

例3 考察三维几何空间中全体向量组成的实数域上的线性 
空间.从中任取三个不共面的向量 A ， e 2 ， e 3 ，由空间解析几何的知 
识不难知道它们是线性无关的，且任一向量均能被它们线性表示， 
所以这个线性空间是三维的，而4，£ 2 , £3 是它的一组基.这与我们 
的习惯称呼相一致.在这个线性空间中，向量组的线性相关与线性 
无关有直观的几何意义，我们分述 如下： 

( i ) 如果向量％，《 2 ，…， a , U >2) 共线，则它们线性相关.反 
之，如果两个向量线性相关，则它们是共线的（注意我们这 
里讨论的向量其起点都设为坐标原 点）； 
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( ii ) 如果向量 ，…， 共面，则它们线性相关.反 
之，如果三个向量 A ， a 2 ，仏线性相关，则它们 共面； 

( iii ) 任意向量组 q ，々，••• ， a 、 G >4) 必线性相关. 

以上结论请读者利用解析几何的知识自己证明. 

例 4考察数域 K 上全体 wX ” 矩阵所组成的线性空间 
M m , n { K ). 令1，2 ，…， /w = 1，2•…，/ 7) 表示第行第 j 列元 
素为1，其它元素为零的 mXn 矩阵.不难验证向量组线性无 
关，旦任一向量（为 m 乂 n 矩阵)均能被它们线性表示.故 
2,…，所 y = 1,2, 是线性空间 M ㈣ （尺）的一组基，于是 

dimM ,,,,,, ( K ) — rnn . 

例4的一个特殊情况是 m = l ， 这就是;7维向量空间.它的一 
组基是 

£, = (1 ，0，…， 0) ， 

= (0，1。-.，0)， 


£„ = ( 0，0，…，1 ). 

以后我们用记号 C 代表数域尺上的《维向量空间.特别地，以 
， 表实数域上的〃维向量空间，以嘗〃表复数域上的 n 维向量空 

间. 

例 5考察§1中例5的线性空间 / C [ X ]„. 在它里面挑出 n 个 
向量(即《个一元多项式） 

1， X ， X 2 , …， X "-、 

我们证明它们线性无关.设 

^o*l+ k x X + + …+ 々 „_ { X n ~ ] — 0. 

和例1 一样，上面的等式表示； s ： 用数域内任何数代进去等式都 
成立.如果 ，… ，L . 1不全为零，那么等式左端是一个次数 
— 1的多项式，它最多只有〃一 1个根.现在数域 K 内的数都是它 
的根.而任一数域都包含无穷多个数，这是矛盾的.因此，必定有 

|= =0.另一方面，内任一向量/( X )显然都 
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能被上述向量组线性表示，于是它们组成的一组基.从而 
有 dimKCX ],, — n . 

例6把全体复数所成的集合看作复数域#上的线性空间， 
则数 1( 当作向量看)是它的一组基，故此线性空间是一维的.如把 
全体复数所成的集合看作实 数域省 上的线性空间，则 Id 是它的 
一组基，其维数为 2. 这说明线性空间7的维数不但与集合 K 有 
关，而且也与数域 X 有关. 

例 7考察$ 1中例4的线性空间 K [ X ]. 根据例5的分析， 
不难看出，在向量组 

中任取有限个都是线性无关的.所以 ， X [ X ] 是一个无限维线性空 

间. 


向量的坐标 

设 V 是数域尺上的〃维线性空间，而 

是它的一组基.任给 v ， 有表示式 

a = o.\^\ + a 2 e 2 + … a„£„. 

由于 e , ，&，•••，£„线性无关，根据第一章命题4.1，这个表达式的系 
数是唯一确定的.我们称 A ，〜 ，…，为 a 在基 A ， e 2 ， …， 下的坐 

标. 

为着书写方便，我们借助于矩阵乘法的法则，在形式上写成 

a z 

a = (£ lf £ 2 , •••,£„) ■. 

• 

An . 

当然，这只是一个约定，并非真正的矩阵的乘法.但我们下面就会 
看到，矩阵乘法的某些规律，例如结合律，对这种形式的写法也是 
适用的. 
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要求一个向量 a 在某一组基下的坐标，只要设法将这个向量 
表成这组基的线性组合就可以了. 

例 8 考虑〃维线性空间尺[叉1，它的一个向量 /( X )为 X 
的一 个一元多项式 

f ( X ) = 十“+ … 十“, ，- iX 71 " 1 ( a , ^ K ). 

显然，它在基…， X 〃- 1 下的坐标为叫，〜， a 2 ，…，屯丨•用形 
式写法，可写为 

^0 ' 

/( X ) - ( l ， X,".，f ) • 

, a n - 1 , 

容易看出，向量组 

1，X — a , (X— ti) 2 , …， （X — a)"~ l (a G - K ) 

与向量组 i，x，x 2 , …， 等价，所以它们也组成 x[；a 的一组 
基.设 

f (X) = Uq + a\ {X — a)~ {- a f 2 (X — < 2 ) 2 + …+ CL n -\ (X — a) w_1 . 
从数学分析中的泰勒 ( Taylor ) 公式可知 

a r 0 — /(<a), a[ = ~-/ u, (a) (k = 1 ， 2, …， w — 1). 

这就是 /( X ) 在这新的一组基下的坐标.由此可知，同一个向量在 
两组不同基下的坐标一般是不相同的. 

下面较详细地讨论一下尺 M 中 的基与坐标的问题. 

(1) 在中给定 n 个向量 

= (« ii ， a 21 ，…， a nl ), 

^2 = 12，口22， *** ， a n 2 ) ， 


= (a ln ,(2 2n ,-**,a„ n ), 

要判断它们是否构成尺”的一组基，只要判断它们是否线性无关 
就可以了.其办法是把这些 n 维向量当作列排成一个矩阵 A ， 然后 
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用矩阵消元法求其秩.或利用第三章命题2.1，从其行列式 Ml 是 
否为零来判断. 

(2) 设前面给的向 M a ，％，••_，〜已经构成尺"的一组基，求 


向量 


P = (^ 1 ， b 2 , …， D 

在这组基下的坐标时，只要解向量方程 




f ^2 a 2 + _ 

… + x 7 l a tl = 

A 

这等价于下列线性方程组 



1 

“|1 工， - 

f ^12-^2 + 

… + U U ,Xn 

= b” 

1 

1 

^21^1 一 

1 

1 

+~ a 22 x 2 + 

…+ a ln x n 

z= b'i ^ 

1 

1 

1 ^ « 1 1 ~ 

^nZ^2 + 

…+ a nn x n ■- 



或采用矩阵方程，写成 


AX B 

( B 为方程常数项所成的1矩阵). 


( 1 ) 


例9在 K 4 中给定向量组 


因为 


% = (2,1,0,1), 
a 2 = (1，一 3,2,4)， 
%=(—5,0，一 1，一 7)， 
^4 ~ ( 1» ~ 6,2,6)， 



2 1-5 1 

1-3 0 ~ 6 

0 2—1 2 

1 4—7 6 


= 27 # 0, 


所以这四个向量线性无关，构成了 P 的一组基.又设 

卜 （8,9, 一 5,0). 

求戸在这组基下的坐标，只要解方程组 
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2^'i 

+ jt 2 — 

5^3 - 

+ 二 

二8， 

^'i 

— 3^2 


— 6^4 : 

= 9, 


2^2 — 

■^3 

+ 2 t 4 = 

二一 5, 

A 

+ 4:2 — 

7 a - 3 - 

+ 6 x 4 = 

= 0. 


这个方程组必定有唯一解.实际求得其解为 

x ] = 3 ，^2 _ 4 ， x ^ == 1， x ^ 1， 


y 9 = 3 a , — 4 a 2 — a 3 + a 4 = ， a ” a 3 ， a 4 ) 


基变换与坐标变换 

— 、线性空间中的基变换 

设在〃 维线性空间 v 内给定两组基 

氐 1，， • •• ，芭 n , 

7 i ，7 2 , …，7。， 

每个 V ， 都能被 A ，… A 线性表示.设 

7 l — ^11 £ 1 + <2 i e 2 + …+ in\^n ? 

It = t \ l ^\ + ,22 e 2 + … + t n 2 e n ， 


7« ~ + t 2n ^2 + **' + t nn t n . 

再度借助矩阵乘法法则，把上面的公式形式地写成 


11 1 \1 


厶 21 t 22 

(7i ，？2,…，7«)=(引， e 2 , …， ej . . 


^nl t n i *** t nn 


命 
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T 


t\.i 


21 l 22 


tlu 



nn ) 


称 T 为从基，… A 到基 ％,%，•••，％ 的过 渡矩阵 • 

命题 2. 2 在数域尺上的〃维线性空间 V 内给定一组基 e ,， 
e 2 ，…， 7' 是尺上一个 n 阶方阵•命 


(7 i ，72，.”，7«) = U ]， e 2 , …， e „)7 T . 

则有 

( i ) 如果是 V 的一组基，则了 可逆; 

( ii ) 如果7’ 可逆，则 7 i ，?2,…，是 V 的一组基. 
证 设7’=(心）的列向量组为 


T 


/ 、 

广 U 


r t n 


^\n 

t 

厶 21 

， T t = 

^22 

j …， T„ = 

^2n 

• 

♦ 

- 

U»i ； 

多 

• 

Jn2 , 

• 

• 

• 

，⑺， 


则有 


= (芑1 ，芑2， ’•• ，4 )了1 ， 

= (£"£ 2 ，•_.，€”）了 2， 


In — (£ i ， e 2 , …， e ”) T „. 

以: r s ，: r 2 ，…， ^分别乘上面的第1，2,…， Z 2 个等式，然后相加，注 
意: c , 可直接乘到: T , 上(请读者按形式写法的定义自己验证一 
下），故有 

n 

= ( e 】， e 2 , …，+ 工 2 了 2 + …+ x „ T n }. (2) 

，=i 

下面分别证明命题中的 ( i ) 与 ( ii ). 

0) 用反证法.如果： r 不可逆，则它的列向量组线性相关.于 
是有不全为零的数 t ，匕，…上，使 
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k{I\ + k 2 l\ + ••- 4 - k n T n = 0 . 

在 (2) 式中取: r , =怂(/ = 1，2 ，…， Ai ) ，即得 

是 i?i + hi + …+ kjj n = 0, 

即％，％，•••，％线性相关.这与它们组成 V 的一组基的假设矛盾， 
故 7 VA ， …/八 线性无关，于是 T 可逆. 

( ii ) 按命题 2. 1,只要证 l ，％, …，％线性无关，那它们就是 
一组基.用反证法.若此向量组线性相关，则有不全为零的一组数 

n 

t ，走 2 ,…，々„，使乏](7, = 0.在 （2) 式中取: 

r — } 

(e, ， e 2 ， … ,0 {k x T + 々 2 7’ 2 + •• •十 k n T n } = 0. 

因为 q ， e 2 ，…，是线性无关的，它的一个线性组合为零时，必定 

其系数全为零，故 

kj\ + k 2 T 2 + + k ； r n = 0. 

这表示 乃 / A ， …，八线 性相关，即: T 不满秩.这与： r 可逆矛盾 .■ 
根据上面的命题，两组基之间的过渡矩阵是可逆矩阵.反过 
来，从一组给定的基出发，借助于某一可逆矩阵 T ， 就可以获得一 
组新的基. 

二、线性空间中的坐标变换 

设 V 中一个向量《在第一组基 ei ， e 2 ，…，&下的坐标为: T ,， 
: r 2 , …， L ， 即 

, 、 

x 2 

<X = 印 1 + 了 2 e 2 + …+ ^r« £ n = (€”£ 2 ，•••，£„) ■. 

又设《在第二组基^^…斤下的坐标为^^:^…”^即 

• ' 

y \ 

y 2 

a = : y *7 i + + …+ ynV « = ， Vz ， … ，么） .• 
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因为 


V, ^ ( ，■二 1 ， 2 ，…，”）， 

尸 1 

故 

n n n 

a = = 2 乂 . 

) i— 1 广【 

=S Swa = S ( Sm ) 〜， 

，一 1 厂丨 厂 1 广 I 

n 

= S ^ 6 -/* 

)=1 

由于 a 在基 ei ， e 2 ，…， e „ 下的坐标是唯一的，故有 


弋= 2 l ^ y - (尸 i ，2 r "，《). 

? = i 

写成矩阵形式，就是 


■^1 


,11 广12 … 


y\ 

^2 


,2] ’22 … 


yi 

• 

• 

• 


• 參 ♦ 

• • • 

• • • 

Jnl t n2 … tnn , 


♦ 

• 

• 


若令 


x - 


f 、 

了 1 


Vl 

X t 

， y 二 

y! 

• 

• 

• 

• 

• 


• 

A , 


、: V” - 


这就是同一个向量 a 在不同两组基下的坐标之间的关系，我们称 

它为坐标变换公式 • 

现在把上面两方面的分析综合起来叙述如下：当两组基之间 
的变换公式为 
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(H" ， 7») = (£”£ 2 , … ， e,,)T 

时，相应的坐标变换公式是 

X = TY, 

其中 

a = (t ， e 2 ，… ，eJX = (H ， … ， 7 h 、 Y. 

如果我们采用上面介绍的形式写法，那么坐标变换公式的推 
导可以大大 简化： 

a = (£"£”••• ,e„)X = (H ，…， 

以关系式 

m ， … ， 7 h) = (e]，wjr 

代入，得 

(e, ， e 2 , … 3^„)X =[(e, ,e 2 ,,£jT]y 

= ( e ^ e 2 ,-- . eJCfY ). 

由于 £| ^ ，… A 是一组基，线性无关，它们的两个线性组合相等 
时，对应系数相等，故得 

X 二 TY. 

这就是坐标变换公式.这个推理过程说明，我们所采用的形式写法 
确实具有矩阵乘法的结合律.这只要采用和号写法具体加以验证 
就可以了.因此，今后我们将直接使用形式写法的结合律、分配律 
等来推导公式. 

例如，由 

dVz ，" dn ) = (£”&，…， e„)r ， |7’| 弇0， 

两边右乘 T ' 利用结合律，得 

(7i ，72，-”，％,广 £ =[(引，匕，… ，e„)rjT- 〗 

= ( e ” e 2 ，."， e ,,)(7 "n 

= ( e 】， e 2 , …， O . 


故有 （£”£ 2 ，，"，1) = ( H ""， 7 !)]’—'. 


即从基^，仏，…，％ 到基… e 2 ，…，匕的过渡矩阵是7’ 1 .与此相 
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应，有 


Y = T 



K 1 中的基变换 

我们具体探讨一下如何求尺”中两组基之间的过渡 矩阵. 

设第一组基为 


• 


= (^ ii ，〜]，•■•，〜）， 


e 2 = 

二 （…”〜， … ，〜）， 



二 (a u ^a 2n , — ,a n J. 

第二组基为 

V' 

= (^ n ，心 2 ” …九 ） ， 


V 2 

= (b' 2 ， b n ， … ， b ” 2 ) ， 


Vn 


而 


•，？”> = (£”£ 2 ，.••，£”）？’• 

按定义,7’的第^个列向量的分量是 T 在基 ei ， e 2 下的坐标. 
设 T 的第，个列向量为 7 V 以 £ l ， e 2 ，…，作列向量排成矩阵 



^11 ^12 … a\n 


Z = 

a 2l a 22 … a 2n 

參 

• 0 • 

• • • 

• • • 



Mn \ ^nZ … O - nn , 

那么，按照 F 

中向量坐标的求法(参看上面的 （ 1 ) 式）， 7 ’, 为下列 

矩阵方程的解 


M 


AT, = 

K . 

. (/ — 1，2,…，/ z ). 

t 



J )， “, 
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( 3 ) 


把这 n 个矩阵等式合并起来，就是 

AT = B ， 

其中6为以 V '， 7 !”…， 7 h 作列向量的《阶方阵 

b u b ' 2 … b u 

^21 ^22 *** ^ 2 n 

D == • 

• • • 

• • • 

• • • 

A \ 乂 2 … L , 

根据第二章 §.3 中例 4 的方法，要找满足 （3) 式的未知矩阵 

T ， 只要写出 W X 2；2 矩阵 C 4 B )， 然后用初等行变换把乂变成£，则 

谷的位置上出来的就是 7’. 

例10 在 K 3 中给定两组基 

e t = (1，0, — 1)， e 2 = (2，1，1)， £ 3 - (1,1,1)； 

7 t ~ (0，1，1)， Vt = ^ 一 1，1，0)，73 ~ (1，2，1)， 

求它们之间的过渡矩阵 7’. 

解分别以£.,£ 2 »£ 3 fn m 作列向量组排成两个矩阵4 

及 B 




1 

2 

r 



’0 — 

1 1 

A = 


0 

1 

1 


B - 

1 

1 2 


— 

1 

1 

i , 



.1 

0 1, 

做初等行变换 如下： 










( 

1 

2 

1 

0 — 

1 1、 


( AB ) = 


0 

1 

1 

1 

1 2 




— 

- 1 

1 

1 

1 

0 1, 




f 

1 

2 

1 

0 - 

1 11 



~~ ► 0 111 12 
0 3 2 1 - 1 2 

V » / 

n 2 1 o—i 


， 0 1 1 1 1 2 


0 0-1 —2—4 
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fl 2 0 — 2 - 5 

)10—1 — 3 — 2 


0 0 


0 0 


0 


0 


0 0 


2 

0 

-1 
2 




4 


3 - 2 

4 4 


于是 


T 


0 


-1 - 3 - 2 


4 


当求出了两组基之间的过渡矩阵之后，坐标变换公式也就有 


线性空阈的同构 


设 R 与 V 2 是同一数域尺上的两上线性空间（不限于有限 
维），如果从 R 到 F 2 有一个映射，满足如下 条件： 

( i ) /是一一映射； 

( H ) 对任意 有 /(a + /?)=/( a )+/ (妁； 

( ili ) 对任意 和任意 々 e / C ， 有 /( ka )^ kf ( a ). 

则称/是 K 到 h 的一个同构映射.如果两个线性空间之间存在 
一个同构映射，则称这两个线性空间同构. 

同构的线性空间从代数学的角度看是相同的，因而可以不加 
区分.但它们的具体意义可能不同，从其它角度看，它们又是有区 
别的. 

现在设 V 是数域 K 上的 W 维线性空间.在 V 内取定一组基 

A ， h ， •• • ，^， 

则 V 内任一向量《可唯一地表示成 

a = + a 2 e 2 + …+ a”e n . 

现在在 V 和 K ” 之间建立一个映射 

/ O ) = ( …，(^，…，<0， 
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即让每个对应亍由它在基下的坐标 A ，^， …，〜 
确定出的中的向 M . 由于 a 在基 t ，£::，•••，£„下的坐标是唯一 
确定的，所以映射/是单--的.这映射显然也是满的.因而，/是 F 
到 f 的一个一一映射. 

另一方面，若 


a = 十 … q 十 … 十 a n e „ , 

/? = /;,£i + b>E 2 + **• 4 - b ri e„ , 

则 

ka = ka ] e l + ka 2 e 2 4 - .*• + ka n e n , 
a 十 /? = (a , + by )e l + (a? 十 b 2 )e 2 + •** + (“ „ + b n ) e„ . 
故 


J (a + y5) ==(“| + 心 j ， <2 2 + 厶 ”•••，“” 


=(4 •〜 ，…，义,）十 ib \， b z , …， b n ) 

= /(«) + /(/3) ； 

Jika) = {ka } f ka 2 ,*•* f ka n ) 


= k ( a ] , a 2 , •** , a M ) = kf ( a ). 

所以 / 是 V 到的同构映射. 

由此，每个〃维线性空间都同构于〃维向量空间 7 T . 根据这 
一点即不难证明 ：数域 K 上任意两个同维数的线性空间都彼此同 
构(参看下面的习题15，16，17). 

利用同构关系讨论某些问题时，可以使之简化.例如，证明 V 
中两组基4，£ 2 ，…， L 和之间的过渡矩阵了 =(~)可 
逆时，可采用如下 证法： 

取定一组基 e ,， e 2 ，… ，心， 则按上面所述，从 F 到有一个同 
构映射 /. 而 

/(7,) = …人） 0 = 1，2，..-，”）. 

因为 m 线性无关，不难证明(参看下面习题二第13题的 
(4))，它们在/下的象也线性无关.故： r 的列向量组线性无关，其 
秩为〃，因而7’是可逆的. 
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习题二 


1. 在习题一的第8题 （1) 中所定义的线性空间 C [ a ，6] 中，考 
察下列向量组是否线性相关，并求它们的秩. 

(1) cos 2 jrtsin 2 x; 

(2) cos 2 *r ， sin 2 x ， 1; 

(3) sinx,sin v 2 x ； 

(4) sinax(a^O^^O); 

(5) e r ,e 2i , —,e nr . 

2. 在线性空间 K [ X ] 中，证明向量组 
与向量组 

1 ，X — £2，（X — a) 2 ，…，（X — a)” 

关 0) 线性等价. 

3. 在习题一第9题所定义的线性空间沒(⑴）中判断下列向 
量组是否线性相关，并求 其秩： 

(1) 1/2,3,~7 ； 

(2) l ,< w ,( w 2 , a > 3 ,£ y 4 ; 


(3) 


—1 + r /~Z i —1— \/~3^ i /―^ 

二 ， 7： ^ V 6 


4. 求线性空间没(如)的维数和一组基. 

5. 证明线性空间(参看本节例 1) 是无限维的. 

6. 求下列线性空间的维数和一 组基： 

(1) 数域尺上全体对称(反对称、上三角、下三角）矩阵所成 
的数域 K 上的线性 空间； 


(2) 数域上全体主对角线元素之和为零的〃阶方阵关于 
矩阵加法和数乘所成的 K 上线性 空间； 

(3) 习题一第8题的 （7) 中的线性 空间； 

(4) 给定矩阵 
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10 0 
A — Q co 0 
、0 0 w 2 

由 A 的实系数多项式 /( A > 的全体所成的集合关于矩阵加法、数 
乘所成的实数域上线性空间. 

7. 证明下列向量组组成的一组基，并求向量 
/?在这组基下的 坐标： 

(1) £i = ( l ， l - l , l )， e 2 =( l ， l ，一 1，一1)， 

£3 ~ ( 1 9 一 1 ， 1 ，一 1 )， ^4=(1，一 1 ，一 1 ， 1 ). 

卢=(1，2，1，1). 

(2) ^, = (1,1,0,1), e 2 =(2,1,3,1), 

e ：5=( l ， l ，0,0)， = ( 0»1 ? — 1，一 1 ). 

8. 给定数域尺上的一个 〃阶 方阵 d 关0•设 

/(^) — 4- ^ 义 … 一 1 + …+ a„, (a 0 ^ 0,d, ^ K) 

是使 nA )= o 的最低次多项式.设 v 是由系数在尺内的 z 的多 
项式的全体关于矩阵加法、数乘所组成的尺上线性空间， 证明： 

n 」 2 , … w - 1 

是 V 的一组基，从而 = m .求1/中向量 

(4 — aEY {u e 尺，< w ) 

在这组基下的坐标. 

9. 接上题.证明 

(A — aE) k (是 = 0,1 ， 2, …， w — 1) 

也是 V 的一组基.求两组基之间的过渡矩阵7’： 

( E,A - a£ ，…， （Z — aEr --') = ( fi ，…， 1 )7\ 

10. 在 K 4 中求由基 ei ， e 2 , e 3 ， e 4 到基 U 2 ,7 3 ,7 4 的过渡矩阵， 
并求向量在所指定的基下的坐标. 

(1) e , = ( l ，0,0,0)， 7】=(2，1，一1，1)， 
e 2 =(0， l ，0,0)， ％ = (0,3，1，0)， 
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e 3 = (0,0 ， 1,0) • % (5,3 • 2.1) ， 

e 4 = (0 ， 0,0 ， 1). == (6 ， 6 ， ] • 3 ) • 

求 p 二 下的坐标. 


(2) £,-(1,2,-1,0), 

Vr - 

:(2，1，0,1)， 


二（1，— 1，1,1)， 

V ^= 

=(0，1，2,2)， 


=(一 1,2，1，1)， 

1' '二 

=( 一 2,1,1，2)， 

芒 4 = (一1，一1，0，1). 

7.= 

:(1，3，1，2). 


求 #=(1，0,0,0)在£, ,£ 2 ,£ 3 ,£,下的坐标. 

(3) £,-(1,1.1,1), % = (1，1，0.1) - 

£ 2 =(1,1，一1，一1)，仏=(2.1,3,1)， 

£ 3 = (1，一1,1,一1)， " 3 =(1，1，0.0)， 

1 = (1，一1，一 1，1).义二⑺，}，一1，一1). 

求卢二（1，0,0, 一 1) 在 rj ' H ， 7 !; 下的坐标. 

11. 接上题 （1) .求一非零向量夂使它在基 U 2 ， h ， e . t 与％， 
HA 下有相同的坐标. 

*12. 考察线性空间 K [ X 1. 给定^个互不相同的数〜 

…， a n •令 

f ( X ) = (X — - U ] ) (X — < 2 2 ) •** (X — a u ). 

证明： 下列多项式组 

f 人 X ) = ( z = 1，2，.”，?0 

A — a , 

组成尺 [ X ]„ 的一 组基. • 

13. 设 V 与 W 是数域尺上的两个线性空间，/是 V 到 '^的 
同构映射.证明： 

(1) /(0) = 0; 

( 2 ) f ( — a ) = — f ( a ) ； 

(3) 若 h /( cO +々 2 /( a 2 ) + … +(/ U ,) = 0, 则 

+ k 2 a 2 + ••- + k s a s = 0； 

(4) 若〜，，…，仏线性无关（线性相关），则 /( a ,)，/ U 2 )， 
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…， /( o 也线性无关（线性相关）. 

14. 证明： 实数域.贫作为它自身上的线性空间与习题一第8 
题 (7) 中的线性空间同构. 

15. 证明： 线性空间的同构是等价关系，即 

(1) 每个线性空间 V 和自己同构； 

(2) 设^是数域 K 上的两个线性空间，如果存在到 
的同构映射/,则必存在％到 K 的同构 映射； 

(3) 设 VM 2 ， V 3 是数域 K 上的三个线性空间，如果存在 W 
到 K 的同构映射/，从 h 到的同构映射心则必存在 V ,到 
的同构映射. 

16. 设 V 是数域尺上的一个 n 维线性空伺，试构造从 X ”到 
V 的同构映射. 

17. 证明数域 K 上同维数的任意两个线性空间都互相同构 • 

§3子空间 

前面两节中我们介绍了线性空间的一些最基本的概念，在这 
一节里，我们来讨论一些稍为深入一点的问题 • 

子空间的定义 

首先来看一看三维几何空间.我们取定一个直角坐标系 
oxyz . 以0为起点的全体向量关于向量加法和数乘组成实数域 
淡上的一个三维线性空间.考察通过原点 o 的一张平面 M 上的 
全体向量所成的集合，我们就用 M 来表示这个集合 . M 内两个向 
量相加仍在 M 内， M 内一个向量乘以实数6后仍在 M 内.加法和 
数乘自然满足线性空间定义中的八条性质.所以， M 也是实数域 
上的一个线性空间.其加法和数乘运算是街用的三维几何空间中 
向量的加法和数乘运算，这个线性空间是二维的 ( M 内任意不共 
线的两个向量都是它的一组 基). 同样地，考察过原点 O 的任一直 


183 


线 / 上全体向量所成的集合， 

记作 LL 关于三维几何空间 
中向量的加法和数乘也组成 
实数域上的一个线性空间，其 
维数是 1. 

这些讨论启发我们去考 
察一般线性空间中的与此相 
类似的现象. 

定义 设 V 是数域上 
的一个线性空间， M 是 V 的一 
个非空子集.如果 M 关于 y 
内的加法与数乘运算也组成 围2 

数域尺 上的一个线性空间，则 M 称为 V 的一个子 空间. 

命题 3.1 线性空间 V 的一个非空子集 M 是一个子空间的 
充分必要条件是，它满足以下两个 条件： 

( i ) 它对加法封闭，即对 M 内任意两个向量《，/?，有 a + 

M ； 

( ii ) 它对数乘运算封闭，即对任一和任一 k ^ K^ka 

证 条件的必要性是显然的，我们证明充分性•设条件 ( i ) 和 
( H ) 满足. 我们只要证明 :零向 量属于 M ? M 中任一向量〃的负向 
量 一 《属于 M . 那么，线性空间定义中的八条性质就都具备，于是 
M 就是子空间了.因为 M 非空，必有某个由条件 （ ii ) 知， 
0 * a = O ^ M . 另一方面，对任意 A /, (― 1) • a = M . 至此 
命题得证 .■ 

现在设 A ，《 2 ，…，^是 V 内一个向量组，作它们的所有可能的 
线性组合，由此所得的 V 的子集记作如果采用集 
合论中惯用的记号，它可写作 

LO 】， a 2 …， a,) 
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= 十 k 2 a 2 + ••• + k , a s I k , G K J ~ 1，2, *••，.、}• 
这个记号的意思是 ：集合 Lh ， ^， …， a 、） 的元素是由花括号中所 
表达出来的向量组成的，而其中线性组合的各个系数 = 

…， . v ) 各自遍历数域尺中的一切元素.显然，子集人(乂，巧，…， a ,) 
满足命题 3. 1中的条枰(1)和0)，故它是 V 的一个子空间，这个子 
空间 称为由向量组 A ， a 2 , … ， a 、 生成的子空间 . 

下面我们举几个子空间的具体例子. 

例 1 K [ X ]„ 是的一个子空间.因为作为 

K [ X ] 的一个非空子集，显然满足命题 3. 1中的条件 G ) 与 ( n ), 

例 2给定数域 K 上的一个齐次线性方程组 

+ … 2 x 2 + …+ u u x n = 0, 

( 2 2I JT| + a 2 ,x 2 + ••- + a ln x n = 0, 

^ (a ；7 G K). 


+ a m 2 x 2 + ••- + a mn x n = 0 , 

它的全体解向量是尺中的一个非空子集 M . 根据第一章§ 4中指 
出的齐次线性方程组解的两条性质， M 满足命题 3, 1 中的条件 (i) 
与 ( ii )， 故 M 是的一个子空间.这个子空间称为该齐次线性方 
程组的 解空间 .此齐次线性方程组的任一组基础解系就是线性空 
间 M 的一组基.如果方程组系数矩阵的秩为 r ， 则 

dimA/ = n — r . 

例 3考察数域 K 上全体 n 阶方阵所成的线性空间紙(尺). 
设 M 是内主对角线元素之和为零的方阵所成的子集，采 
用集合论的记号，写作 

M = {{a l} ) 6 M n (K) \a u + a 22 + …十 = 0}. 

显然， M 也满足命题 3. 1 中的条件 G) 与 (ii )， 故 M 是 M„(K) 的一 
个子空间. 

应当指出，对于一个线性空间 F ， 单由它的零向量组成的子集 
也满足命题 3. 1中的条件，所以它也是 V 的一个子空间，称为零 
子空间，记作 {0}. 另外， V 本身也认为是自身的一个子空间.这两 
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个子空间称为 V 的 平凡子空间. 除此之外的子空间称为非 平凡子 

空间. 

命题 3. 2 设 F 是数域上的 w 维线性空间是 y 的-个 
非岑子空间，则 M 内任一组基都可以扩充成 T/ 的一组基. 

证 根据命题 2. 1，〃维线性空间中至多有〃个线性无关的向 
量，于是 M 内线性无关向量的个数也不能大于《，故 M 也是有限 
维线性空间.设 dnnM^ r ，^^ 々，… 为艏的一组基•于是 M 
= L(e l ， e 2 ， "* ， ej. 

若则£,，&，•••，&已经是 V 的一组基.如 M 关 F ， 则存 
在 e Ml ev ， 而 t +1 eM . 我们证明^，心，，…， u …必线 性无关.因 
若 

+ …+ k r e r ,£ r , = 0, 

首先必有 t H =0( 否则可被， •'*,£, 线性表示，于是 e r! ] G 
/ Xe , ，…与假设矛盾).故 

々 〆] + •••+ k r E r = 0. 

再由 £i ,*** , e r 线性无关推得 夂… ••=1 = 0. 

如果 L ( £ l ，•••，&，&—)关 V ，再继续上述步骤,经过 n — r 次这 
种步骤后，得到 V 内 n 个线性无关的向量 ei ， e 2 ，…，^，由命题 2.1 
知它们组成 V 的一组基 .■ 

推论 一个有限维线性空间 V 内任意 r 个线性无关的向量 
，…， ％都可以扩充为 V 的一组基. 

证在命题 3. 2中取 M = L (々， a 2 ，…， 〜) SP 可 . | 

子空间的交与和 

定义 设恥，恥为线性空间 V 的两个子空间，称为 
它 们的交 .又命 

A/ = {^i ~h ^ ，“2 6 A /"〗} ， 

称为 与 M 2 的和 ，记作 

两个子空间的交是它们的公共部分.两个子空间的和是分别 
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由两个子空间中各任取一个向量相加所组成的集合.因为和 
M z 中都包含零向量，所以显然有 

+ M 2 ； M 2 ^ M , + M 2 . 

但要注意 M , + M 2 和 [ JM 2 不同.后者只是把两个子空间的向 
量简单地聚拢在一起成为一个新的集合而已，它们的向量之间并 
不相加. 

例 4 考察三维几何空间 
中过坐标原点 O 的两张不重 
合的平面（参看图 3). 它们上 
面的向量分别组成两个子空间 
不难看出，^^+从 2 是 
整个三维几何空间.而 m , n 
m 2 则是两平面的交线/上全 
体向量组成的一维子空间. 

例5考察三维几何空间中过坐标原点 O 的两条不重合的直 
线 A 和心它们上面的向量分别组成两个一维子空间 L 和 L 2 .不 
难看出 ， L , + L 2 是过 A 和的一张平面上的全体向量组成的二维 
子空间.而厶只有零向量，为零子空间 {0} (参看图 4). 




图 i 
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例 6 给定数域尺上的两个齐次线性方程组 
a u ^\ + a 】 2 x 2 + …+ a u x n = f), 

十 a 22 *r 2 + …+ a Zn x n = 0, 


( 1 ) 

{a ml x^ + a mt x 2 + ••- -i- a mn x n = 0; 
b u x^ + 心 ] 2 x 2 + …十 b ln x n = 0, 

^ 2 i^i + b 22 x 2 + ••- 4 - b 2n x n = 0, 

( 2 ) 


+ 〜 2工 2 + … + b lts X n ^ 0； 

方程组 (1) 的解空间设为，方程组 (2) 的解空间设为 M 2 ，它们都 
是尺”的子空间中每个向量既是方程组 （1) 的解向量，又 
是方程组 (2) 的解向量.所以 M . DM , 就是把方程组 （1) 与 （2) 并在 
一起得到一个 n 个未知量，个方程的新方程组的解空间， 

在上面的例子中， Mi + M 2 与都恰好还是 V 的子空 
间.这一点并不是偶然的，而是一个普遍规律. 

命题 3. 3设 M ^ M Z 为线性空间 V 的两个子空间，则它们的 
交与和 M ,+ M 2 仍是 F 的子空间. 

证⑴证抓,门鸠是子空间.首先，，故 M , HM 2 
非空.设，则因，故同理，《 + /? 
eM 2 .于是 a +^ eMiHA ^. 又，对任一 及任一々 ㊀ 尺， 

因 aeM ，有 抓； 同理，.于是々《6风门从 2 •根据命题 
3. 的子空间. 

( ii ) 证抓 + M 2 为子空间.首先，+ A / 2 ，故 + M 2 非 
空.若 《，/56 M ,+ A / 2 , 则有 

a = A + o* 2 (a i G M x ,a 2 ^ M 2 ) ； 

夕=汉+ A (A 6 从 ， A € 於2乂 

于是，有 

a — (^i + /?i) + ( a z + A) ， 

其中 + G M { ，〜+馬 6 M 2 ，故 Mi + M 2 .又，对任 一 
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Mi + A ^ 和任一 因 

a = a x a 2 6 M x ,a 2 G M 2 ) ， 

^ ka = ka x + ka 2 , 

其中 ka x 6 M ] ，如 2 eM 2 , 即 Mi + A / 2 . 再由命题 3. 1 知 M !+ M 2 

亦为 V 的子空间 .i 

有了两个子空间的交与和后，可以类似地定义多个子空间的 
交与和•设 M m M 2 ，… ， M * 为 V 的々个子空间，它们的交定义为 

蚪门 M 2 门… n 恥， 

即这 A 个子空间的公共向量所组成的 集合. 显然，它是 V 的一个 
子空间. 

又定义 

M = {«! + + a k \ a, G M ( ,z = 1 ， 2,… ，々 } ， 

称为这 A 个子空间的和，记为7^十私+〜+7^显然，它也是一 
个子空间. 

现在我们证明一个重要的结果. 

定理1设 M , M ^ 是线性空间 F 的两个有限维子空间，则有 
dim(M! 4- M 2 ) = dimA/i + dimM 2 — dimM, f] M 2 . 

证 AfnM 2 既是的子空间，又是加 2 的子空间.在 Mifl 
M 2 内取定一组基 


^1 ， 芯2 ，•••，€” 

按命题 3. 2,它可以扩充成的一组基 

，•..，已 r ， a ] ，- •_， a '.， 

也可以扩充成於 2 的一组基 • 

^1，•••，^ v，/^l ，•••，汉 

(当 A ^ flA ^- MO } 时，取 r =0 即可).我们证明向量组 

q ，•••，£「，“1，..*，4，卢 I ，•••，/?/ ( I ) 

是从 1 +从 2 的一组基. 

( i ) 对任一 aeA ^+ M 2 ，有 

a = a 1 + a 2 (% € M !， a 2 € M 2 ). 
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而 

七 = 々 A + …+ k r £ r + a } a 2 + *** + a s a 2 , 
a 2 = / 〆 ] + •••+ / r € r 十 b \ p l + ••- + b t p t . 

故有 

a = « 1 + « 2 = (^-j + l\ )^1 + **• + ik r + / r )e r 

+ a x a A + *** + a s a s + + + b t j 3 t ， 

即《可被向量组 ( I ) 线性表示. 

( H ) 再证向量组 ( I ) 线性无关.若 

々 ！&+•••+ k r t r + 〜％ + •••+ a s a s 

++…十以 A = 0， (3) 

移项，得 

々 |£] … H - k r e r H~ ^1^1 + **' + a x a s 

= — — …一 bSt - 

因为 

々 〆 】 + •••+ 々 rb + a x a x + ••- + a s a s G M x , 

— — …一 b , P t 6 M 2 % 

而两者相等，故 

7 = k l e l + ••- + k r e r + … ％ + … + a s a s G fl M 2 . 

于是 7 可被 e:，e 2 ， …， e r 线性表示，即 

7 = /i e i + … + /r^r. 

又已知 y = — b \ j 3' - b 具， 

两式相减，得 

0 = + 4- fr^r + M 久 + …+ I 3, j 3 lt 

由于 A ，…，，成， … ，卩 t 线性无关，故 M … = b t = L 代入 （3) 式， 
得 

+ …+ k r € r + + …+ a s a s = 0. 

再由 e, ，…， e.w ，…， a、 线性无关，推得々产…二夂=a 1 = …=^^尸 
0.故向量组(I)线性无关• 
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综合 （ i ) 与 （ H ) 知向量组 （ I ) 是的…组基，因此， 
dimCM ! + M 2 ) 二 r + . s ' + “而 dim ( A/i fl ^~-r + s , 

dimA / 2 二子是有 

dim(Mj + M 2 ) = dimM ! - j - dimM 2 — dimM , f ] M 2 . | 

这个定理中的公式称为维数公式. 

例7在中给定两个向 M 组 

% = ( — 1,1,0), — (1 ， 1 ， 1); 

/?! = (― 1，3,0)，沐= ( 一 1，1，一 1)， 

求入(％，々）+//&，々）*人^,,《 2 )0人(供，爲）的维数和一组基- 
解⑴求 /,(〜〜）+△(/?, ，/? 2 )的维数和，组塞.因为 

人 （a I， 〜 ） + ^ ( /5] 9 ^2 ) == I 乂 a '，( X ‘2_ ，，1^2、， 

只要求的一个极大线性无关部分组就可以了.应用第 
一章§ 3所讲的办法 


— 1 

1 

0 

V 


1 1 

1 

a l 

1 

1 

1 

a 2 


- 1 1 

0 

a x 

一 1 

3 

0 

A 

w 

-1 3 

0 

A 

1 

1 

— 1 

aJ 


、- 1 1 

-1 



0 2 1 % + 

0 4 1 P\ + 

,0 2 0 A+%, 

1 1 1 « 2 、 

0 2 1 + a 2 

0 0 1 2^1 4 ~ o-i — P\ 

.0 0 0 a x + a 2 — /?, + /? 2 , 

所以向 量组％ ， a z ， U 的秩为 3. 又因为 

+ a 2 — /?| /?2 ~ 0 » (4) 

即 /?1 = +0： 2 + /? 2 ，故0< 1 ，0： ;; ，/3 2 为 /.(% ， a 2 ) 十 L (/?1 ，/? 2) 的一组基， 
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其维数为 3. 

( ii ) 求的维数和一组基.因为 
dimL ( a , , a 2 ) = dimL (^ , j 3 2 ) = 2, 

从 ( i ) 的结果，利用维数公式知 

dimL(«i,^ 2 ) f] = 1. 

又从 （4) 式得 

— /? 2 G L(«, ,^ 2 ) fl L(P\ ，/? 2 ). 
而 


A 十 (0,2，1)尹0, 
故 为 Ua ,, a 2 ) nL (/9, ，/? 2 )的一 组基. 


习题三 

1. 考虑线性空间 M n { K ). 设，证明 A 的系数属于 
尺的多项式 / M ) 的全体所成的集合 M 是 M m ( ZO 的一个子空间. 

2. 设 A 是数域上的一个〃阶方阵，证 明：存 在一个系数属 
于 K 的非零多项式 /( A ) ， 使 f ( A )^0. 

3. 命 V 表平面上起点在坐标原点 O 的全体向量所成的实数 
域上二维线性空间 ， M 表 V 中坐标(在某一直角坐标系下）为有理 
数的向量的全体所成的子集，问 M 是否为 V 的子空间？ 

4. 设 / eM (尺) • 

(1) 证 明：与 A 可交换的，阶方阵的全体组成(尺)的一个 
子空间.记此子空间为 CG 4); 

(2) 给定对角矩阵 


求 C ( A ) 的维数和一组基. 

5. 接上题.取 w = 3, 令 
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求 CU ) 的维数和一组基. 

6. 在实数域上线性空间 C [一 ATT ] (参看习题一第8题的 
(1)) 中由向量组 

1 ， cosx, cos2x, cos3: 

生成一个子空间人 (1 ， cosx ， cos2*r ， cos3:r ) ，求此空间的 维数. 

7. 证 明：有 限维线性空间 F 的任一子空间 M 都可以看作是 
V 内一个有限向量组 A ，心 &生成的子空间. 

8. 如果且 证明： 

L(a^) = L(/?,7). 

9. 设都是线性空间 V 的子空间，且.证 明：若 
dimV ! = dimV 2 ，贝 U V , =V 2 . 

10. 在 K 4 中求由向量 ％， a 2 ，^， a 4 生成的子空间的基与维 

数. 

⑴七 =(2 ， 1 ， 3 ， 1 )， 汉 2 =(1 ， 2,0 ， 1 )， 

汶 3 =( — 1 ， 1 ，一 3,0 )， a 4 =(l ， l ， l ， l). 


(2) 

a , = (2， l ，3，一 1)， 

a 2 =( —1，1， 

-3,1) 


^3~ (4,5,3, 一 1) ， 

= (1 ， 5 ， 一 

3,1). 

11. 

在 K 4 中求齐次线性方程组 




3^! + 2jc z — 

5 工 3 + 4x 4 : 

= 0, 



3xi — x 2 + 

3 x 3 — 3 x 4 : 

= 0, 



.3xj + 5x 2 — 

13 x 3 + llx 4 

= 0 


的解空间的基与维数. 

12. 求由下列向量 a , 所生成的子空间与由下列向量 A 生成 
的子空间的交与和的维数和一组基. 

(1) 屮=(1，2，1,0)， 汉二（2, 一 1，0，1)， 

a 2 =( — 1,1，1，1). 爲=(1，—1，3,7). 
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(2) 


(1，1，0,0)， 

成=(0,0，1， 1) ， 


^2 = 

(1,0,1,1). 

A = (o ， i,i ， o). 

(3) 

a ! = 

(1，2, 一 1，一2)， 

成 = (2,5, 一6, 一5)， 


«2 = 

(3,1,1,1), 

p 2 ~ ^ —1，2, 一7,3). 



(―1，0，1，一 1). 



13. 考察三维几何空间. 

(1) 问所有终点在同一个平面上的向量是否构成一个子空 
间？ 

(2) 设有过原点的三条直线，这三条直线上的全部向量分别 
组成三个子空间 U，L 2 ，U. 问丄十 L 2 ， L ,+ L 2 + L 3 能构成哪些类 
型的子空间？试全部列举出来. 

14. 设&，£ 2 ，…，&是 n 维线性空间 V 的一组基， A 是一个 
矩阵.令 

= (e, ,£ 2 , 

证明： L ( A ， A ， …， A ) 的维数等于乂的秩 r ( A ). 

15. 命 V 表齐次线性方程组 

+ a 12 x 2 + …十 a ]n x„ = 0, 

^21^1 + a 22 x 2 + — + a Zn x n = 0 , 


[a ml X x + “ m 2 X 2 + . •.十 = 0 

的解空间，命 M , 表齐次线性方程 

< 2,^1 + < 2 , 2^2 + *** + CL in X n — 0 (/ = 1 ， 2 ，•••，/«) 

的解空间， 证明: 

*§4子空间的直和、商空间 

在上一节中，我们介绍了两个以及多个子空间的和的概念.在 
这一节里，我们进一步探讨其中最为重要的一种 类型： 直和. 
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子空间的直和 


我们先考察三维几何空间 F . 设过坐标原点 o 的两张不重合 
的平面分别代表 V 的两个子空间与 M 2 (参看图 5). 显然， A /, 



图5 

= .因此， V 内任一■向量 a 可表为 

a = + a 2 (a x G M”a 2 6 M 2 ). 

但现在这个表示方法不是唯一的.就是说，我们可以找到《的另一 
表示方法 

a = a [+ a f 2 (a\ G M x ,a' z G M 2 ) ， 

且 < 关 ^ 关 a 2 . 最简单的例子是考察 r 中的零向量.设 P 为 M , 
DM 2 - L 中任一向量.因为 LtMO }， 可令夕參0,而夕 /?e 
M 2 ，我们有 

0 = 0 + 0 = /?+(- #). 

即 y 中零向量至少有两种（实际上有无穷多种）方式表为和 
m 2 中向量之和的形式. 

只要零向量表法不唯一，那么，任意向量的表法也不唯一.因 
为:设 a 有一个表示 
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那么，有 


a = a ] + a 2 G M { f a, G M 2 ). 


a = a + 0 = ( a , + « 2 ) + (# + (—卢 ）） 

— (^l + 卢） + ( a 2 —卩）， 

其中 « i +/56 M ]， a 2 —卢 € M 2 , 且 a i +^ a l ， a 2 —脖 a z . 

我们再考察另一种情况.设 V 中过坐标原点 O 的一张平面上 
的全体向量所成的集合 M ， 和过 O 点但不在 M 内的直线/上的全 
体向量所成的集合^分别代表 V 的两个子空间(参看图 6). 此时 
也有 

y - m + L . 

于是， V 内任一向量 a 可表为 

« =屮 + a 2 (a ] G M,a 2 G D , 

此时表法必定是唯一的.因若还有另一表法 

a ~ a [- {- a ' 2 (a[ G M,a r z ^ L), 



图 6 


两式相减，得 

(^i 一 a;) + (a 2 — a’ 2 ) =0 ， 
a] — — ^2 一 a 2 . 

于是 a x — a \ ^ Lf \ M = { 0 } ，即 ％ — a ; = 0，％ = . 因而又有 a 2 =^ a ' 2 . 
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上面两个例子反映了两种情 况：第 一种情况向量表法不 唯一; 
第二种情况向量表法唯一.究其原因，主要在于第一种情况下两个 
子空间的交而第二种情况下 MflL ={0}. 

当我们研究一个线性空间时，常常需要设法把它分解成两个 
较低维的子空 间财 1 ，从 2 (或更多个子空间 Mi ， M 2 ，…，的和 : V 
.但如果出现的是第一种情况，对于我们利用这个分解 
式讨论问题显然是不方便的.我们希望的是出现第二种情况.因 
而，我们这一节里把第二种情况单独提出来研究. 

定义设 , M 2 是线性空间 V 的两个子空间， M t + M 2 = M . 
如果对 M 内任一向量《，其表示式 

^ 0( 2 (% € _A/j ， 6 A/g) 

是唯一的，则称 A /是从, 与以 2 的直和(亦称是直和），记 
作 

定理2设 m , 是线性空间 y 的两个有限维子空间，则下 
面几条互相 等价： 

( i ) ^ 1 +於 2 是 直和； 

( ii ) 0向量表法唯一，即由 

0 = a , + a 2 ( a】e M ” a 2 6 M 2 ) ， 

必定有 

( iii ) M x r]M 2 ={0}； 

( iv ) dimA/j + dimA / 2 = dim ( Mi 4-- M 2 ). 

证 采用轮转方式证明这些命题等价. 

( i )^( ii )： 按定义 ， A ^+ M 2 内任一向量表法唯一，因而零向 
量的表法当然是唯一的. 

用反证法.若从0恥参{0},则有一 #6^0 
从 ，戶关0.于是 /3.6 M 2 ，而 

0 = /?+ ( —卢) • 

这与零向量表法唯一的假设矛盾. 
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( iii ) =>( iv ) :利用定理 1 即得. 

( iv ) ^( i )； 利用定理 1 知 din ^ M , 门从）=0,即 = 

{0}. 对任一 ，如果 

a = a l + a z = a[ + a' z (a x ,a[ G ； a 2 ,a ' 2 ^ M 2 ) ， 

则有 

a] — a ’ 2 — a f 2 — a 2 . 

于是 A — a ; eM ! {0 ) ■，即 — ¥ =0, a 2 — a r 2 =0. 这说用 a 】= 

a ;， a 2 = ci 4, 因而 a 表法唯一 .I 

为了帮助读者理解直和的概念，我们再举两个例子. 

例 1考虑线性空间 MAK). 命 M 为 M „( K ) 内主对角线上 
元素之和为零的方阵所成的子空间.又命 W 为全体〃阶数量矩阵 
此 W 6 K ) 所成的子空间，如果 ZeMflN ， 则 A=dE.{BA 的主 
对角线上元素之和 W = 0, 故 3=0. 于是 4 = 0. 由此即得 MC\N = 
{0}，所以， M +7 V 是 直和. 

例 2如果在例1中 M 不变，而把 W 改为 M „( K ) 内全体对 

角矩阵所组成的子空间，那么 M +7 V 不是直和，因为 

1 1 
—1 

0 e mh 

'J 

即 Mf ] N ^{0 } t 

下面我们来研究多个子空间的直和.为书写简单，我们采用如 
下记号 

k 

+ M 2 + …+ M = XI 

定义 设抓 ，恥 ，…， 为线性空间 V 的子空间， AT + M 2 + 
… = 如果对 M 中任一向量《，表达式 

a =七 + a 2 + …+ % («, G M,,i = 1 ， 2 , …，々 ） 

是唯一的，则称 M 是 M '， M 2 , …， M k 的直和（亦称 Mi + M 2 + …+ 
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M k 是直和），记作 


M = ㊉ M 2 @…㊉ 紙 . 

定理3设 M , M 2 ，…， M 是线性空间 F 的有限维子空间，则 
下列命题互相 等价： 

( i ) A^+Mz + w + M * 是直和； 

( ii ) 零向量的表法唯一，即若 

0 = a】 + + …+ 〜 (a, G M,，i = 1 ， 2,… ，々 ） ， 

贝 jj £^=^2 =… = C 4 = 0; 

k 

( Hi ) M , n ( 二⑼ （ V = l ，2, …，是）； 

J 右 

k k 

( iv ) dim ^ M r == ^ T ] dimM r . 

，二丨 ,^i 

证 采用轮转方式来证明上述命题互相等价. 

( i ) ^>( ii ) :显然 • 

( ii ) =>( ni )： 用反证法.若有某个 h 使 

m, n ( ix) 尹 {0}, 

k 

设戸为此交集中一个非零向量，则一 于是卢可 

j=i 

表作 . 

夕 =% + …+ a,— 】+ 1 + …+ 心 （S G My). 

那么，就有 

0= /? + ( — 卢） 

= % + ••• +《'] + (—/?)+ a , +1 + — + a k , 

其中至少（一这与零向量的表法唯一矛盾. 

( Hi )^( iv )； 采用数学归纳法 j = 2 时即为定理2.今设命题 
对々一1个子空间的情况成立，证明它对&个子空间的情况也成 

立. 
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因为 n ( X ； M ; ) ^ {0} ，应用维数公式，有 

i—2 

k k 

dim 2 — dimM ! + dim M 】• 

t = i 厂 - 2 

对任一 M ,(7>2) 有 

k k 

m ; n ( 2 風) ^ n 1 S 风卜⑼. 

5=2 ' 5 = 3 ' 

于是，按归纳假设，有 ~ " 7 

k k 

dim M } = dimM ; . 

尸 2 厂 2 

从而 

k k 

dim M, ― ^ dimA/,. 

i 厂 1 

( iv )^-( i ) : 先证 

m n (= { o } (j = i ， 2 , …，是). 

；=i 

对任一/，按维数公 it 有 

k k k 

dim X ； M s - dimM , 4 - - dimM , fl ( 

5 = 1 )= ] 

J 笨 t 


^dimM, + y^dimM ; —— dimM, f] | M,| 

i ~i )-i 

i 參 i 

k k 

- JdimA /, - dimM ’ n ( X ) M ^) * 

)=i ；-i 

】和 

由此知 

k 

dimM, A ^M } \ = 0. 

' ；=i / 

M, n 丨 i]M 7 ) - {0}. 

尸 1 
J 由 


即 
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现设 《 e JJ M '， 证明 a 的表法唯一.命 

i — 1 

a = % 十 a 2 + ••• + % =〆 + < + …+ <， 

其中 a,，a; 6 M,(z = l，2，.-，々）. 对任 - -/+，有 

a t — a [ = ( a [—〜）+ •” + («；_, — «,._]) 

k 

+ 0 ; + 】一 a l + ] ) + *-• + {a' k — a^) G ^ A^ r 

厂 i 
k 

于是 《,— 々 m , n ( ^ ⑼， 

j - 1 
j 知 

即 a , — a； = 0,亦即 a ,= a , (/ = 1,2, "• jk ) t 这说明 a 的表法是唯一 
的 • I 

定理2和定理3给出了两个子空间和多个子空间的和是不是 
直和的几种判别法则.这些法则在许多理论问题上都是有用的. 

下面再介绍一个重要的事实. 

命题 4. 1设 M 是有限维线性空间V的一个子空间，则必存 
在V的子空间 iV， 使 

V 二 M©iV, 

证若从={0}，则取以= 1/.下面设 M 关 {0}. 在 M 内取一组 
基 q，e 2 ，…， e r ，则 M = L(ei，e 2 »*"，e r ). 另一方面，按命题 3. 2 ，e! ， 
e 2 , …，I可扩充成V的一组基 

， $2，•“ 9 ^r+ J ，•“ i • 

令 N = L ( e r+l , •*•,£„) ,则显见有 V ~M + N . 又因为 dimV ^=n = r 
+ (n —r) 二 dimM+dimW ， 故由定理 2 知 : V = M ㊉ 从 I 

命题 4. 1中所指出的子空间 W 称为子空间 M 的一个补空 
间. 一个子空间的补空间不是唯一的，因为…，^可以有多 
种方式（实际上有无穷多种方式)扩充成空间的一组基.为了帮助 
读者领会这一现象，我们看一个例子. 

例3考虑平面上以坐标原点 O 为起点的全体 向量所 组成的 
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实数域上二维线性空间 v.ifo 点的一条直线上的全体向量组成 
一个一维子空间 M . 过 O 点再任意作一条不与 M 重合的直线，它 
上面的全体向量组成一个一维子空间现在 Mfl (0} ，所以 
F = M ㊉ 7 V ， 于是 N 是 M 的一个补空间.显然， 7 V 可以有无穷多种 
取法.当 M , N 确定之后，从图7可以看出，平面上任一向量《可 

按平行四边形法则唯一地分解成 

a a { + a, (a, G M,a 2 ^ N). 

如果改变 iV 的选择，那么这个分解式中的都要跟着改变. 



图7 

商空间 

在这一段中，我们总假定 V 是数域尺上的 一个〃 维线性空 
间， M 是它的一个子空间. 

现在我们利用 M 对 F 中的向量进行分类. 

定义 设《是7的一个向量.如果 F 的一个向量满足 : Y — 
则称 c /与 a 模 M 同余 、记作 a f ~ a ( modM ). 

不难看出，向量模 M 同余的关系具有如下三条 性质： 

( i ) 反身性 • 即 a 三 a ( modM ); 

( ii ) 对称性 . Sp :若 tf ' Ea ( modM ) ， 则 a = a ' ( modM ) ； 

( iii ) 传递性. 

( modM ). 

这就是说，模 M 同余是 V 中的一个等价关系.我们来把相应 
的等价类写出来. 
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设 《 是 V 中任意一个向量，定义 y 的子集 
a -\- M = {a -\- rn\m ^ M}. 

显然， a + Af 内任一向量模 M 与 〃 同余.反之，模 M 与 a 同余的向 
量必属于 《+ M . 我们称 a + M 为一个模 M 的同佘类，而 a 称为这 
个同余类的一个代表. 

关于模 M 的同余类，有如下两条简单的 事实： 

( i ) 若则 a ! + M ^ a + M . 因而，可取 & + M 中任一 
元素来作为它的代表. 

这一事实是因为：乂二“+別，故 Y + MGa + M ; 另一方面，由《 
— m ，又有 a + M ^ a ' + M ， 从而 a ’ 

Gi ) 两个模 M 同余类如不相等时就没有公共元素，即其交集 
为空集合. 

这一事实是因为，若 ( a + A /) n ( A + M ) 尹0，设 ?^( a + M)n 
(/?+ M )， 则由 G ) 知 a+M = /+ M=/?+M 

线性空间 V 内每个向量必属于某一模 M 同余类（即以它自 
己为代表的那个同余类），而不同的同余类不相交，于是 V 就可以 
看成一些彼此互相分离的同余类的并集. 

我们举一个例子.设 V 为平 
面上以坐标原点 O 为起#的全 
体向量所组成的线性空 fi 命 M 
为 OX 轴上全体向量组成的一维 
子空间.两个平面向量之差 
a f — a ^ M 的充分必要条件是:它 
们的终点落在同一条平行于 
轴的直线/上（参看图 8) .因此， 

现在 V 内每个模 M 的同余类可 
由一条平行于 OX 轴的直线来表 
示，该同余类是由终点落在此直线上的全体向量组成的.显然，不 
同的同余类的交集是空集，而 V 则是所有这些同余类的并集（如 
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果从几何直观上看，那就是平面由 平行于 OX 轴的直线并成). 

命 F 表示V内向量模 M 的同余类的全体所成的集合（就上 
面的例子说， F 可以直观地理解为一条条平行于轴的直线所 
组成的集合).注意 F 不是 y 的子集，它的每个元素是 y 内模 M 
的一个同余类. 

现在我们在集合 F 内引进加法和数乘 运算： 

(0 定义 

O + M ) + (# + M ) = (a + 幻 + M ; 
ai ) 对任意 （ e/c， 定义 

々（or + M) ka -\- M . 

我们证明上面的定义在逻辑上是没有矛盾的，也就是说，在同一个 
同余类中选择不同元素作为代表时，上面所定义的加法和数乘都 
不会因之而出现不同的结果.我们分别对加法和数乘运算来做证 
明. 

(i) 设 

a + M = + M, + M = p f + M ， 

则 cr’=o：(modM)，/3' 三 /3(modM ). 所以有 

a 1 ~ a m x ^ p ’ = p m 2 ( m x , m 2 G M ), 

故 〆 + 〆 =«+;?+，于是 

+/?^) +M = (a + /?) +M. 

这说明 

(a + M ) + + ^ ( a ! + M ) + + M). 

所以，上面所定义的同余类间的加法运算不会因为各同余类代表 
的选择的不同而出现矛盾. 

(ii) 设 a+M=a’+M， 则 a’ 三 a(modM ). 所以 

a r ~ a m {m G Af) » 
ka' ~ ka km ^ ka M , 

故十 M=々a+M. 于是. 

k.(a + M ) = k { a ' + M). 
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所以，上面所定义的同余类的数乘运算也不会因为其代表的选择 
不同而出现矛盾的结果. 

现在我们来证明 F 关于上面所定义的加法与数乘运算成为 
数域 K 上的一个线性空间.这需要逐一检验线性空间定义中的八 
个条件是否满足. 

(1) (a + M) + [(/? + M) + (7 + M)] 

= (a + M) + [(^ + 7) + M] 

=(« + ^ + 7) + [(a + i9) +M] + (7 + M) 

- [(a + M) + (/? + M)] + (7 + M ) ； 

( 2 ) U + M ) + (/?+ M ) = U +/?)+ M =( 卢 + a)+M 

二 （ /?+M) + 0+M); 

(3) 以零向量为代表的同余类 0+M=M 满足： 

(a + M) ■+- (0 + M) — (a + 0)+A/ = a + M, 

故 0 + M = M 是 F 中的零 兀素； 

( 4 ) (a + M ) 十 [(— a )+ A /] = [^+( — a )]+ M = 0 + M ， 即 
(― «) 十 M 是 a + M 的负 元素； 

(5) 1 • (a+M) = l • a+M=a+M; 

(6) (kl) — (kl)a+M=^k(la) +M 

M) =k[_l(a-^M)^; 

(7) (k+l)(a^ M)^(k+l)a+M=(ka+[a)+M 

= ( 々《 +M) + (/«+M) 

= k{a~\rM) +/(a+M); 

(8) 々[( a + M > + ( 卢 + M )] = 々[( a +/9)+ M ] 

= 々（ a +/9) + M = 

= (ka+M) + (k^+M) 

= 々（《+ M )+ 々(奸 M ). 

这样， F 关于所定义的加法与数乘确实组成数域 K 上的一个 
线性空间.这个线性空间称为 V 对子空间 M 的商空间，记作 
V/M, 
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现在考虑商空间的维数. 

在 M 内取一组基 q ， e 2 ，…， e r ， 扩充成 V 的一组基 

在 1，$2， •• • ，二 1 ， t 十2， • • •，芒 

我们 证明: F 内的 r 个元素 

+ M ， e r+2 + M ， …， + M ( I ) 

组成 F = V 7 M 的一组基. 

( i ) 先证 （I ) 在 V / M 内是线性无关的.设 

k r hX ( e r+] + M ) + k r + 2 ( e r+2 + M ) + **• + k n { e n + M ) 

= 0 + M. 

于是有 

(^ r+s £ r+] 4-+ …+ k n e n ) + M = 0 + M = Mj 
即 1+11+1+1+21+2 + …+々々6从于是 

K+l^r+l + 心 + 2 1 十 2 + …十 k„£„ —々々 + •，•+ k r € r , 

々 i e i + …+ k r e r — 々 r+ 1 e r+1 — U + 2 — …一 k n e n = 0 . 

由于 £i je 2 ^" 线性无关，故 々 r +1 =々 r +2 ="=々„ = 0. 这证明向量 

组 （ I )是线性无关的. 

( ii ) 证明任一 a + M 可被 （ I )线性表示.设 

a = 々 i e i + …+ k r e r + 々 r + i e r+1 + …+ k n e n . 

于是有 

a — ( k r + l e r+l + 4- k n t n ) ^ + + k r £ r ^ M . 

a = 々 r + i£ r+ i + …十 k n e n ( modM ). 

因此，有. 

a + M = + ■■■ + k n e n ) + M 

= ( e r+l + 从）十…+ 々„(£„ + M ) t 
综合⑴与 ( ii ) 即知向量组( I )是 V/M 的一组基，从而 
dim ( V / M ) — n — r = dimK — dimAf . 

习题四 

1.命 M 为线性空间 M „( iO 中全体对称矩阵所成的子空间， 
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而 N 为全体反对称矩阵所成的子空间4 正明： 

M n { K ) = M @ N . 

2. 在线性空间 M „( K ) 中，命 M . N 分别表示全体上三角、下 
三角矩阵所成的子空间，问是 否有紙 (尺）为什么？ 

3. 设^，是齐次线性方程 

X ,十+ …+ X n = 0 

的解空间，而 m 2 是齐次线性方程组 

~ x 2 — …= x n 

的解空间， 证明 : p = 私 ㊉ M 2 . 

4. 设 7 = M ㊉ 7^，从=恥©紙，证 明： 

V = ㊉ M 2 ㊉ 从 

5. 证明： 每个〃维线性空间都可以表示成《个一维子空间的 
直和. 

6. 设 F 为数域 K 上全体 〃阶 准对角矩阵 

’A ' 

a 2 

« 

(其中凡为 n , 阶方阵 w = l ，2, …山而 A 为固定的正整数)所成的 
线性空间，令 M , 为全体形如 

' 0 ' 

0 

0 

« 

. 0. 

的准对角矩阵所成的子空间，其中 A 与上面矩阵中在位置相同. 
证明： 
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V = ㊉ M 2 ㊉ … ㊉ M ,. 

5 

*7. 证明子空间 M , 的和；为直和的充分必要条件是 

1 

M , n ( f = {0} “ = 2 , 3,…， 5). 

;=1 

8. 设 M，iV 是线性空间V 的两个子空间，从设 M 的一 
个补空间为 M：V = M ® M . 证明 ；A^-M©(Mn^). 

9. 设 

证明： 在每个 M ,(/= l ，2, …中各取一组基，把它们并在一起后 
即得 V 的一组基. 

10. 设 M 为线性空间V的一个子空间.在 M 内取定一组基 
q，e 2 ，…，^，用两种方式扩充为V的基 

^1， •• • ，&， ^ r + ] ，•*•，€„; 

^■1 ， ••*，々 r + l ，“ *， Vn * 

这两组基之间的过渡矩阵为： r 

( e [ ，…， e r ，7 r +1 ，…， 7”） = ( q ，…， e r ， e r +] ，…， e „)7\ 

其中 . ' 

r [ E r ^ 1 

T — . 

[o r 0 J 

证明: f / m 内两组基 

e r+1 = £, +1 + Mj i r+2 = e r+2 + M, i n = e n + M ； 

7， +1 = 7，+i + M, ~^ r+2 - 7 r+2 + M, —, % = % + M 
之间的过渡矩阵为 

Oj r+i ，…， yj = (t +1 ，…， eJ7V 
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第五章线性变换 


在第四章里，我们对 w 维向量空间从理论上进行了抽象化.现 
在我们再来对矩阵的概念从理论上进行抽象化.但是我们这里不 
讨论一般的矩阵，而仅限于对〃阶方阵做这个工作. 

还是从线性方程组的讨论入手.考察〃个未知量 n 个方程的 
线性方程组 


- \~ a ln x n = b l , 

« 21^1 +^ 22^'2 H - \-U Zn X n =b 2<t 


十 a«2 工 2 H - \-^ n n X n=b n - 

它的系数矩阵 A 是一个〃阶方阵.这个方程组可以写成矩阵方程 

AX=B. 

在第二章中我们曾指出，上述矩阵方程与一元一次方程 ax = 
b 很相似.我们现在再对这两者的共同点作一些分析.我们从另一 
个观点来看一元一次方程 = h 考察函数 f { x )= ax . x 看成是 
在区间（一^，+〜）内变化的一个自变量.这个函数的定义域和值 
域都是（一％，+%).在第四章§ 1开头处我们讲过，任一函数可 
以看成一个集合 M (即其定义域)到另一个集合 7 V (即其值域）的 
一个映射.现在集合 M 和 iV 都是区间（一 ％，+ co ). —元一次方 
程的实 质是: 在集合 W 中给定一个元素 h 问能否在集合 M 内找 
到一个元素 ( x 的值），使它在/下映 为仏即 f { x )= ax = b . 这里所 
涉及的函数 /( x ) 是一个线性函数，其特征是 

f ix + y) = f Cx) + f (y) ? f(kx)=kf(x). 

对矩阵方程 AX = B 可以作类似的考虑.把 X 看作是在 
内变化的 n 维向量（现在把 F 中的向量写成列的形式），那么， 
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/ IX 就确定出从到 t 自身的一个映射，它将 X 映为乂兄一个 
集合到自身的一个映射称为该集合的-•个变换.所以 MX 确定了 
K n 内的一个变换.矩阵方程/ IX 二 S 的求解问题现在变成 ：给定 
内一个向量&问能否在内找到6的原象 X ( 可能不止一 
个），使它们在这个变换下变到反上述变换也显然具有与线性函 
数 /(: r )=^ r 相类似的性质 

^(x+y) = AX+/\y, A(kX)=kAX. 

具有这种性质的变换就称为线性变换.因此，每个 n 阶方阵代表着 
n 维向量空间内的一个线性变换. 

我们在第四章已经把 n 维向量空间抽象为一般的线性空间. 
与此相应，我们应当把〃阶方阵抽象成为线性空间中具有上述线 
性性质的变换.这就是本章的出发点. 

§1线性变换的定义及运算 


线性变换的定义 


定义设 K 是数域尺上的一个线性空间，4为 F 内的一个变 
换(即 V 到自身的一个映射），满足如下 条件： 

( i ) 对任意 有 ^40+/9)=如+4/?; 

( ii ) 对任意 a^V ，任意 kQ K ， 韦 A(ka) =kAa, 

则称4是线性空间 V 内的一个线性变换， 

性质 G ) 与 ( ii ) 与下面性质 等价： 

( iii ) 对任意任意々， / ex ， 有 

A(ka+lj3) = kAa+lA(3 m 

由性质 ( i ) 与 ( U ) 推 ( iii ) 是显而易见的.反之，设 ( in ) 成立，则分 
别令 ^/=1和/ = 0就得到性质 ( i ) 与 ( ii ). 

线性变换具有如下简单 性质： 

(1) 4把零向量变成零向量. 
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这只要在性质 ( H ) 中取々= 0就可以得到了. 

(2) 任给 A ， a 2 ，…， V ，有 

A { k l a ] +^2 a 2 + *** -^ rk . a ^— k ^ A ^ +々 2 Aa 2 十… + 怂 Aa ” 

这只要连续应用性质 ( in ) (或 ( i ) 与 ( ii )) 就可以得到了. 

(3) 若，《 2 ，…， a s 线性相关，则 , Aa 2 , ••- jAa, 线性相关. 
这只要应用性质（2)，根据线性相关的定义就可以得出来了. 

但要注意，相反的命题一般是不成立的，即由线 
性相关推不出 A ，〜•••，*线性相关. 

上面列举出来的性质 (2) 反映了线性变换的最基本的特征，在 
后面的讨论中常常要用到它. 

在 n 维向量空间尺”中，一个7/阶方阵 A 给出的 变换: XI —- 
乂 X 是线性变换的典型例子，这在本章开头所作的分析中已经指 
出来了.但上面给岀的线性变换概念有更广泛的意义.我们再来举 
几个例子. 

例 1设是区间内全体任意次可微的实函数 
/ U ) 所成的集合，它关于普通函数的加法和与实数的乘法成一实 
数域上的线性空间.在乃。(〜《内定义一个 变换： 

D = ^~ ： fix ) !- ix) , 

dx 

即让内每个向量 /(X) 在变换0作用下变成该函数的导 
函数.这个变换就是数学分析中的求微商运算.根据微商的性质， 
有 

+g{jc))=Df {x)+Dg{x ) ； 

D(kf (x) ) ~ kDf (x) , 

这说明求微商运算是线性空间内的一个线性变换 • 

例 2 设 C [«，6] 为闭区间[心幻上的全体连续函数所组成的 
实数域上的线性空间.在内定义变换如下 

S : fix) I- f(t)dt = F(j ：) , 

J <i 

即让内的每个向量/(^)对应于它的变上限积分(即 fix ) 
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的一个原函数).根据定积分的性质，我们有 

*S(/(x) + 畧 ( 工） ） =S/(x)+Sg ■(: r) ; 

S(kf (x)) ~ kSf (x) , 

这说明求变上限积分是线性空间 ciaj ] 内的一个线性变换. 

下面我们介绍线性空间 v 内几种特殊的线性变换. 

(1) 零变换 0. 

对任意 《 ev ， oa = o .这显然是 v 内的一个线性变换，称为零 

变换. 

(2) 单位 变换五 • 

对任意 aeV,Ea = a , 这显然也是 V 内的一个线性变换，称为 

单位变换或恒等变换. 

(3) 数乘变换灸. 

设々是数域尺内一个固定的数.对任意 v ， 定义: 

不难验证，这也是 v 内的一个线性变换，称为数乘变换. 

# (4)投影变换 P . 

设 M 是 V 的一个子空间.按第四章命题 4. 1，存在 F 的子空 
间 W ， 使 

V =- M ® N . 

于是，对任意 aev ， 有唯一分解式 

a=a Y +a 2 6 M ； a 2 G AO- 

我们定义 V 内一个变换 P 如下： 

Pa=a u 

我们证明 P 是一个线性变换. 

G ) 设又 
« = a ,+ a 2 , 

则 

a+/3= («i+/?i) + (a+A) («i +/?i G Af ； a 2 +/9 2 ^ A^). 

按 P 的定义，有 
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go 对任意 々 ex ， 有 

ka ~ ka l + ka 2 ( ka Y ^： M -, ka 2 ^： N ), 

P { ka ) ~ ka x = kPa . 

线性变换 P 称为 V 对子空间 M (关于直和分解式 V = M ® N ) 
的投影变换.注意投影变换依赖于直和分解式的具体形式. 

例3考虑平面上以坐标原点 O 为起点的全体向量所组成的 
实数域上二维线性空间 V . 过 O 点的直线 M 表示其某个一维子空 
间.那么，任一过 O 点而又不与 M 重合的直线 iV 都可以代表 M 
的补空间.此时 ㊉V 对 M 关于上述直和分解式的投影变 
换 P ， 就是把平面上每个向量《以平行于 N 的方向投影到 M 上 
(参看图 1). 



如果把 W 取在与 M 垂直的位置上，则由这样的直和分解式 

所确定的投影变换 P 称为正投影(参看图 2). 

投影变换是一种重要的线性变换. 


线性变换的运算 


1 线性变换和矩阵一样，有加法、数乘和乘法运算. 

设 V 是数域 K 上的一个线性空间，以 LOO 表示 V 上全体线 
性变换所成的集合.现在我们在/.( V )内引进加法、数乘和乘法运 
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算如下. , 

1. 加法.设 4， B 6 L ( V )， 在 V 内定义一个变换 

( A 十 ) a = Aa i ? 江. 

那么, A + B 也是 V 内的一个线性 变换. 这是 因为： 

(i) {A + B) (a+f) ~A(a-j-^)+B(a+(^) 

= ( Aa ^ A ^) + ( Ba + B ^) 

= (Aa+Ba) + U/3 十 B/3) 

= (A+B)a+(A+B)l3 ； 

(ii) (A+j?) (ka)==A(ka) +B(ka)=kAa+kBa 

— k(Aa-\-Ba)~k(A + B)a. 

■ 2. 数乘.设 AeL ( F )，々6 K ， 在 F 内定义一个变换 

(kA)a = k{Aa} t 

请读者自行验证 : 々 A 也是 F 内的 一 个线性 变换. 

我们 指出： 线性变换的加法与数乘运算满足线性空间的八条 
基本规律. 

(1) A+(B+C) = (A+B)+C ； 

( 2 ) A 十 B = B 十 A ; 

(3) A + Q = A ； 

(4) 对每个 AGLOO , 定义 V 内一个变换 

( ~A)a~ — (Aa) , 

不难验证， 一 A 也是 V 的一个线性变换，且（一 A )+4 = 0 ; 

(5) 1 * A = A ； 

( 6 ) (kl)A = k(lA) ； 

(7) (k+HA = kA+lA ； 

( 8 ) k(A + B)=kA+kB. 

这八条规律很容易根据定义直接加以验证，这里不详述了. 

因此， IOO 关于上面定义的加法和数乘成为数域尺上的一 
个线性空间. 

3. 乘法.设在 V 内定义一个变换 
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变换也是 V 内的一个线性变换，因 为： 

( i ) ( AB )( a + p )- AlB ( a + i 3)^ = A [ Ba + Bj 32 

= A ( Ba )+ A ( B ^) = ( AB ) a +( AB )/3； 

( ii ) ( AB )( ka )= AlB ( ka )^\ = AlkBal l = kA ( Ba ) 

^ k ( AB ) a . 

关于线性变换的乘法，应当指出如下 几点： 

(a) 乘法有结合律 : 4( fiC ) = ( Afi ) C ： ; 

( b ) 对有 HAB ) = (々 A)B = AaB ) ; 

(c) 有左、右分 配律： 

A ( B + C )= AB + AC , 

( A + B)C = AC + BC ; 

( d ) 单位变 换£ 起着类似于 1 在数的乘法中的作用 

AE = EA ^ A f 

(e) OA = AO = 0; 

( f ) 在一般情况下， AS 关 i ? A ， 即乘法不可 交换； 

( g ) 由 AB = 0, 不能推断必有义= 0或》= 0.随之是由 AB = 
也 ：( A 乒0)，不能推出 B = C . 

上面几条中，读者应特别注意 ( f ) 与 ( g ) 两条.这两条是它与数 
的乘法的重要的不同点. 

最后，我们介绍逆变换的概念. 

设 Ae / XF )， 如果存在 v 内的一个变换 s ， 使 

AB = BA^E, 

则称及为 A 的逆变换.不难看出，如果 A 的逆变换存在，那么它一 
定是唯一的（证法与证明逆矩阵唯一相同）.我们把 A 的逆变换记 
作 A - 1 . 此时 A 称为可逆线性变换. 

在上面的定义中并没有要求 S 本身也是线性变换.但与 
BA 的定义仍沿用线性变换乘法的定义（事实上， V 内任意两个变 
换的乘法都是这样定义的，并不一定要求它们分别都是线性变 
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换）. 

我们证明 ：满足 上述条件的忍存在时，它一定也是 V 内的线 
性变换. 

( 1 ) B{a+p)=B(Ea^Ep) 

= B [( AB ) a +( AB )^ 

= 二 （ B 4) (价十 fi /?) 

= E ( Ba + B /3)= Bo：~\~B 尽; 

( ii ) B ( ka ) ^ B ( kEa )~ B [_ k { AB ) a ] 

( BA ) ( kBa ) = E ( kBa ) ~ kBa . 

今后，我们对线性变换也使用通常方幂的记号，即规定 

々个 

A 0=: E , A k = AA *'' A'j 

如果给定系数在数域尺内的一个多项式 

/(又) = a 0 X m J raiX m ^ 1 + …^ 

则定义 

/( A ) + …十〜―^+〜五. 

另外，如果 A 可逆，则定义 

A - "=( A - 1 八 

习题一 

1. 判断下面所定义的变换哪些是线性的，哪些则 不是： 

(1) 在线性空间 V 中，= 其中是一个固定的 

向量； 

(2) 在线性空间 V 中，令，其中是一个固定的 

向量； 15 

(3) 在 K 3 中，令 AO !， jc 2 , x 3 ) = ( x ?， x 2 +： c 3 ， j ^) ; 

⑷ 在尺 3 中，令 / Kx !， x 2 ， x 3 ) = (2 X ! — x 2 , x 2 J rx ^, x l )； 
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( 5 ) 在 /：[ X ] 中 ，令 4/00 = /(X + l ); 

(6) 在 K [幻中，令 A /(；0=/( D ，其中 X 0 ^ K 是一个固 
定 的数； 

(7) 把复数域看作复数域上的线性空间，令4^==?; 

(8) 在 紙 （幻中，令其中是尺上两个 
固定的〃阶方阵. 

2. 在实数域上线性空间 认 U ，6)( 参看本节例 1) 中定义变换 

如下 

A/(x)= ^£^ +x * ^~+ sinx * M ， 

证明4是一个线性变换.定义 

BfU)=( Vx • i^+sinx- fix), 

举例说明 B 不是线性变换._ 

3. 在实数域上线性空间幻中定义变换 如下： 

Af ( x )= \ r K ( t ) f ( t ) dt , 

J a 

其中 . KU ) 是上一个固'定的连续函数.证明4是一个线性变 
换. 

4. 在数域 K 上全体； z 阶对称方阵所成的线性空间 F 中定义 

变换 

AX=T XT ， 

其中： r 为一个固定的 w 阶方阵.证明 m 是 v 中一个线性变换. 

5. 在尺 DC 中定义 

AfiX )= f { X ), Bf ( X )= Xf { X ') 9 
证明 A 与 B 是两个线性变换，且 AB BA ^ E . 

6. 设4与 B 是两个线性变换，且 AB-BA = E . 证明： 对任一 
正整数 h 有 

A k B - BA k = kA k \ 

7. 设线性空间 V 分解为 子空间 M ， W 的直和 :V = M ㊉ 从 令 
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P 为关于此直和分解式的 V 对 M 的投影变换, 证明： 

(1) P 2 = P ； 

(2) 若证明 P 不可逆； 

(3) 命 C 表示 V 关于上述直和分解式对子空间 W 的投影 
变换， 证明: 

*8. 设 A 是线性空间 V 中的一个线性变换，且 f =九 证明： 

(1) V 中任一向量《可分解为 

+« 2 , 

其中，4〜= 0,且这种分解是唯一的； 

(2) 若 Aa = — a ， 则 a =0; 

*9. 设 A 与 B 是两个线性变换， A 2 - A , B 2 = B . 证 明：若 
U + B )2= 奸权 ，则 AB = Q . 

10. 设 £1 ， £2 ，*»，匕是线性空间 F 的一组基，证 明：线 性变换 4 
可逆，当且仅当线性无关. 

§2线性变换的矩阵 

在第四章§ 2的最后一段中我们 指出： 对一个 n 维线性空间 
V ，取定一组基之后，就可以在它和 n 维向量空间尺”之间建立起 
一个同构映射.因而，从代数学的角度可以把它们等同看待，或者 
换一句话说，它们具有相同的代数性质 • 现在我们指出，对于 W 维 
线性空间7内全体线性变换所成的集合/>00,它和数域/：上的 
n 阶方阵的全体所成的集合 M „( K ) 之间，也可以建立起类似的关 
系. 

. 在这一节里，我们总假定 V 是数域 K 上的一个《维线性空 • 
间， L ( V ) 是 V 内全体线性变换所成的集合. 


线性变 换在一 组基下的矩阵 


在 V 内取定一组基 
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A ， e 2 ，… f£ n . 

V 内任一向量 《 可表为 

a = a l ei - Ka „ e w . 

根据§ 1 中指出的线性变换的基本性质，对于V内一个线性变换 
A， 有 

Aa = a\Ae } +a 2 Ae 2 H - \~a n Ae n . 

这说明，只要知道了 AeMAq …， A^,， 那么任一向量《在 4 作用下 
的象 Aa 也就被确定了.所以 ，一 个线性变换决定于它对一组基的 
作用.换一句话说，对V 内两个线性变换 仏如果 

Ae ^ Be , (/二1，2,…，"）， 

那么就有 4 = B (两个线性变换相等是指它们对V内任一向量的 
作用都相同）. 

命题 2 _ 1 设 F 是数域尺上的”维线性空间， A，e 2 ，…， e, ，是 
它的一组基，则有 

(i) V 内任一线性变换由它在 e,，e 2 ，…，匕处的作用 
- Aq ， Ae 2 , …， Ae „ 

唯一决定，艮 P 如果如 ，二 价,(/ = 1 ， 2 ,…， 《) ，则 A = B \ 

(ii> 任给乂，《 2 ，…，〜 ev， 必存在唯一的线性变换 i 使 

Ae^ = a, U = 1 ， 2 ， “• ， w). 

证现在只需证明 Gi). 

在V内定义一个变换 A 如下 :若 

a=^a 1 £i+a 2 e 2 H - \~a n t n ； 

则 

Aa~a x a x 十 “ 2 a 2 H - ha n a n . 

显然，现在有 

As/ = a, (/ 二 1 ， 2，...，《). 

我们只要证明 A 是一个线性变换就可以了.设 

卢 = h e】 + 6 2 e 2 十 • • • + ， 

则 
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而 


A^=b- l a l +b2a 2 + *^-\-b n a n , 


a+/?= (aj )£i + (a 2 +6 2 >£ 2 H - \~ (a„+b n )e n , 

我们有 

A(a+/]) = (aj +6] )«! 4 - (a 2 + 6 2 )a 2 - h(a„+6„)a„ 

=+ a 2 a 2 + •••+«„«„) 

+ (6 1 a 1 +6 2 a 2 -i - \~b n a n ) 

= Aa 十 A /?.. 

同样可证:4(^0 = 々4»，故 4 是 V 内的一个线性变换. 4的唯 
一性由 （ i ) 即可知 . I 

现在将 Ae ,. 表为基的线性组合.设 

〔 Ae] +<221^2 +… +a” 〗 e„ ， 

Ae 2 + a 22 e 2 + … + a ” 2 e „ ， 


(1) 


A£ n =a ln £ l +a 2n e 2 -\ - \-a n „e n , 


命 


A 


a 


21 u 22 


这就是把 Ah 在基 £ i ， e 2 ，…，下的坐标作为矩阵 4 的第 j 列 (）= 
1，2,…，; z ) .因为 A £ l ，> U 2 ，"_ M en 由矩阵 Z 唯一决定，从而线性变 
换4由矩阵 X 唯一决定.我们称 n 阶方阵 Z 为线性变换4在基 
q ， e 2 , …， e „ 下的矩阵- 

如果采用形式写法， （1) 式可表为 


(A£j ,Ae 2 ，…， AeJ = (e! ， e 2 ， •“ ， e n ) 


11 


*22 


■In 
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或者写成 


= (€ l , e 2 f '- e n )Af 


A(e】 ，€”•••，£„) = (Ae { ,Ae 2 ， … ， Ae„) 

=(£”£ 2 , …， e „ M . 

应用线性变换的矩阵可以把抽象的线性变换具体化，也就是 
说，可以把任一向量在线性变换下的象的坐标用原来向量的坐标 
表示出来. 

命题 2.2 设线性变换 A 在一组基下的矩阵为又设向量 a 
在这组基下的坐标为 

) 


则 Aa 在这组基下的坐标为 AX . 

证设这组基为^^ ，…， k 采用形式的写法，有 

Aa =A(x l e 1 +x 2 £2H - h-r M e„) 

= A[(e, ， e 2 , … ， e„)X]’ 

= [A(£!，£”••• ,£ n )]X 
二 [(ei ， £2 ， .“ ， OA]X 
=(ei ， e 2 “. ， e„) (AX'), j 

这个命题也说明，线性空间 V 内的线性 变换： al —4 a 相当 

于线性空间 F 中的线性 变换: XI —这正是本章开头所指 
岀的那个线性变换. 

例1在 K [ X ] 4 内取定一组基 

在尺 [ X ] 4 内定义一个变换4如 下:若 

/(Xy^ao+a.X+a^+asX^ 


则 
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Aj (X) 

容易验证， 4 是一个线性变换.而因为 

A1=0 • 1 + 0 • X + 0 - X 2 + l - X 3 , 

AX-0 • 1 + 0 • X+l • X 2 + 0 - X 3 , 

AX 2 = 0 - 1 + 1 • X + 0 - X 2 + 0 • X 3 , 

AX 3 = l + 0 - X + 0 • X 2 + 0 • X 3 . 

故 / i 在基 1 , x , x 2 , x 3 下的矩阵为 

‘0 o o r 

0 0 10 
A= . 

0 10 0 

.1 0 0 0 . 

采用形式写法，有 

(A1,AX,AX 2 ,AX 3 )-(1,X,X 2 ,X 3 )^. 

例 2 考察内求微商的变换 z >=^ .因为 

Z)1 = 0 ， 

DX ^ l , 


DX^^in-DX 71 - 2 , 
故 z> 在基 i，x，x 2 , …，; r- 1 下的矩阵为 


0 


D= 


1 0 ... 

0 2 . 

o, 0 

\... n — 1 
0 


由命题 2. 2,对于任一 

/(；0=« 0 +%叉+« 2 叉 2 +…\ 

D/(X) 在基 1，X，X 2 , …，X” 1 下的坐标应为 
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[0 1 0 -‘ 1 


a () 、 



o 2 




2a 2 

o ' 0 

k ♦ 

• • 


a? 

— 

• 

• 

• 

^-1 


.! 

« 

m i 

{n — \ )a n ., 

0 


! 


、 ， 

1 ； 

- 0 


即 D /( x )= A +2 a 2 x +- + u — i)A — 1 ;r 2 .这与多项式微商恰 
相符合. 

例3考虑尺 3 中一个线性变换 A . 设 

£) = (1,0,0) , e 2 =(0 ， l ， 0) ， e 3 = (0,0 ， l); ' 

且 

Aei = (—1,1,0), Ae 2 =(2 ， l ， l) ， Ae 3 = (0 ， 一 1 ， 一 1 ). 

Ci ) 求 A 在基 ei ， e 2 ， e 3 下的矩阵. 

因为 

Ae ) = —e, +e 2 + 0 • e 3 ， 

At 2 ~ 2 S \ +£2 +&3 ， 

A£ 3 = 0 - e 】一 e 2 —e 3 ， 

故 

—12 O ' 

(/l€i ， ^ 4 広 2 ， ) = (Ci ， £2 ， £3) 1 1 — 1 

,0 1 - 1 , 

一般讲，内一个线性变换 A 在单位向量组成的基下的矩阵 
就是把的分量作为列所排成的 n 阶方阵. 

( ii ) 在尺 3 中改取如下一组基 

7〗 = (1，1，1)， "2=(1 ，1，0)， 々3(1，0，0)， 

求4在 1 , 72 ,仏下的矩阵 * 

现在应当求用 7 l ，72，?3 线性表示的系数.因为 

7 1 + e 2 + e ” 

72 = + e 2 ， 


% = e i ， 
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故 


^ y ]\ — a .^2 -4^3 = (1，1，0)， 

—-^£1 ~h £2 =(1，2，1)， 

A ^3 ― — ( -- 1 ， ] ， 0). 

现在再求它们在 m r 的坐标.按照第四章§ 2所指出的在 
K n 中求向量坐标的办法，这等价于解矩阵方程 


"1 1 r 


x n x 12 x !3 


1 1-1 

1 1 0 

j 


X ll X 11 工 23 

_ j 

1 2 1 

0 oj 


〔工 31 了 32 ^33 J 


0 1 0, 


左边的系数矩阵是以％，7 2 ,7 3 作为列向量排成的，右边的矩阵是 
以 Av ” Ar /” 邮 作为列向量排成的.做矩阵消元法 




^1 0 0 ： 0 1 0 

110 12 1 

- ► 

0 10 1 1 1 

、1 0 0 丨 0 1 0 ) 


.0 0 1 ； 0 -1 - 2 , 


即得 

0 1 0' 

(A7i , A72 ^73 ) = ( 7 m 72» ) 111 . 

0 —1 — 2 , 

这个例子告诉我们，同一个线性变换在不同的基下的矩阵一 
般是不相同的. 

例4 单位变换五在任一组基下的矩阵都是单位矩阵 E •数 
乘变换 A 在任一组基下的矩阵都是数量矩阵是£. 

根据上面的讨论，在 V 中取定一组基之后，就给出了集合 
/ XV )到集合 M „( K ) 的一个映射〜它把每个映为它在 
该组基下的矩阵 

a ： A I - M . 

命题 2. 1 的 ( i ) 说 明：当 A ^ B 时，即在同一组基 
下，不同的线性变换有不同的矩阵.这表示〃是一个单一映射. 

命题 2. 1的 ( ii ) 说明 :任给 A 6 M „( ZO , 都存在一 ^ A 6 MV )， 使 
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a { A )= A . 这表示 a 是满映射. 

综合以上两方面即知，0■是 L ( V ) 到 Af „( ZO 的一个一一映射. 
命题 2. 3 LOO ? ljM „( K ) 的映射 c 有如下 性质： 

( i ) 任给有 a(A+B)=<T(A)+(T(B )； 

< ii ) 任给 4 e / XV )，々6 A ：， 有 

( iii ) 任给有 〆 41?)^^04)口(5). 

证 （ i ) 与 ⑹留给 读者作为练习，这里仅证明 （ iii ). 证明中使 
用形式运算的结合律.设 

(Ae } ， Ae 2 ， ••• ，々 £„)=(& ,£ 2 ,-**,£„).4, 

( fie )， fie 2 , …， BeJ 二 （ e 】， e 2 ，…， ej 方， 

则有 

(ASS' ， ABe 2 ， ... ， ABe„)=A(Bei ， Be 2 ， … ,Be„) 

= 々 [(£! ， e 2 ，… ,£„)/?]= [A(e, ， e 2 ， … ， e rt )]K 
= [ A ， W „ M ]5=( q ， e 2 ,*"，€„)(/$)• 

这表示在基 q , e 2 ，-, e rt 下的矩阵是 AS ， 即 

<7( AB )= CT ( A )( T ( tf >. I 

如果不用形式运算，而是按定义具体写岀各个表达式，也不难 
验证命题 2. 3,只是比较 繁琐. 读者可以自己动手推导一下. 

命题 2 . 3 说明 ：映射 a 使 L ( VO 和紙(/0之中的三种运算（加 
法、数乘、乘法)都有互相对应的关系，或者说 a 保持运算.这样的 

-映射称为 L ( V ) 到 M „( K ) 的同 构映射 .而 LOO 和 M n ( K)W 

为同构的•从代数学的角度可以把它们等同看待，也就是说，它们 
具有相同的代数性质.如果仅限于考虑加法和数乘运算，不难看 
出， tr 是线性空间 LOO 和 M „(/ C ) 之间的一个同构映射. 

推论 如果 A 可逆，则 (j(A)=^A 是可逆矩阵，而且 

a ( A l ) = A ~ l . 

反之，若 A 可逆，则 A 也可逆. 

证 A 可逆时，有 A - 1 使九 4- ! = £ .由上面的例4以及命题 
2. 3的 ( iii )， 有 
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a(AA^ ] ) = z a{A)o{A ' ] )=Ao(A~ ] )^E = a{E). 

故 z 可逆，且反过来的命题留给读者自己证明 .I 

线性变换在不同基下的矩阵 

例 3 中已经指出，同一个线性变换在不同的两组基下的矩阵 
一般是不一样的.现在我们来寻找它们之间的关系. 

命 a 2. 4设 

A ， 芭 2 ， • • • ，€« ; 

7 i ，7 2 ,…，7« 

是线性空间 V 的两组基，其过渡矩阵是了=( 匕 )， gp 

( 7 i ， 72 ,… ， (A ， … ， eJT. 

又设线性变换4在这两组基下的矩阵分别是 d 和则 

B = T ]AT. 

证由线性变换的矩阵的定义，有 

A ( e T ， e 2 ， …， £«) = (£] ,£ 2 ，…，， 

，7 2 ，.“，7 J = (7 i ，72，."，7«)& 

把 (2) 式代入上面的第二个等式，得 

A [( e ! ,£ 2 ^"^ JT ]=[(£, .,€ 2 ,"-,£ n ) T ] B . 

利用形式运算的结合律，有 

A [_( e ] 9 £ jT '] = lA ( e l ， e 2 , …， ej ]? 1 

= [(e"e 2 , … ， &M]7i 

=(e 丨， e 2 ， … fe n )(AT) 

= (e 】， e 2 ， … ， gKTS). 

因为 Q ， e 2 ，…， & 线性无关，故有 

AT=TB. 

而: T 可逆，因而有 

| 

例 5在例3中我们已经求得尺 3 中一个线性变换4在两组 
基下的矩阵 
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— 12 0 

( Ae ” Ae 2 , 私 ）= (£ i ， e 2 , e 3 ) 1 1—1， 

.0 1 - 1 , 

0 1 O ' 

(A^i ? A^2»A 73 ) ~(7i , 72' 3 ?3) 1 1 1 . 

0—1 — 2 . 

而 

1 11、 

(?1 ， ？2 ， 73 ) = (€]， Q ) 110， 

.1 0 0 , 

不难验证，有 

0 1 Ol fl 1 11 ■' [-1 2 0 1 [1 1 r 

召 =1 1 1 = 1 1 0 11-1110. 

0—1—2, 1 0 0 0 1 —1 1 0 0 

定义 对数域尺上的两个 n 阶方阵 X 与方，如果存在尺上 
一个”阶可逆的方阵: T ， 使- MT ， 则称 B 与 A 相似，记作 i ? 

〜九 

矩阵的相似关系具有如下 性质： 

(1) 反 身性： A 〜儿这是因为 A 二 £— 

(2) 对 称性： 若 b 〜儿则 A 〜凡这是因为当 Mr 
时，有 A =( r — jrwr-s 

( 3 ) 传 递性： 若/〜凡召〜 c ， 则 z 〜 c •这是因为当 A = 
7 r ， BT l9 B = Ti 1 CT 2 时，有 

A= r n l (Ti l cr 2 )r^(T 2 i\y l ca\T l ). 

这说明矩阵的相似关系是一个等价关系.我们把数域尺上全 
体 n 阶方阵的集合 M „(/ C ) 在相似关系下的等价类称作相似类.于 
是 M rt ( K ) 可分解为互不相交的相似类的并. 

由于上述性质，我们可以把尺上^阶方阵的集合从(尺）中的 
元素按相似关系进行分类，凡是互相之间存在相似关系的矩阵属 
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于同一类，不同的相似类之间没有公共元素(交是空集).下面一个 
命题阐明了相似类的实际意义. 

命题 2. 5两个 n 阶方阵相似的充分必要条件是，它们 
是 V 内某一线性变换 A 在不同基下的矩阵. 

证充分性已在前面阐述了，现在我们证明必要性. 

按命题 2. 1的 ( ii )， 我们可以找到 V 内一个线性变换1使它 
在 V 的某一组基 £| ，£ 2 ，… ， e „ 下的矩阵为九因为 B 〜故存在可 
逆矩阵7，，使 A = 命 

(7〖，？2，…，％ ) = ( £ 1 ，右2,… ，匕 ）7、 

由第四章命题 2. 2的 ( ii ) 可知，7,，％，•••,％是 V 的一组基.根据前 
面的推理，4在这组新基下的矩阵为 T = | 

由此可知， M „( K ) 内每一个相似类实际上不过是同一个线性 
变换4在不同基下的矩阵而已.从这一认识出发，自然就会提出 
这样的 问题: 能不能设法在 V 中找出一组基，使4在这组基下的 
矩阵具有最简单的形式呢？或者换一句话说，能不能在 M〆 尺）内 
的每一个相似类里去找出一个形式最为简单的矩阵来作为该相似 
类的代表呢?这就是矩阵在相似关系下的标准形问题.本章后面的 
几节，主要就是讨 f 仑这个问题的. 

习题二 

1 - 在尺 4 内找出一个线性变换使4在基 

e 】 = ( l ，2，一 1，0)， e 2 =( l ，一 1，1，1)， - 

e 3 =(- l ，2， l ， l )， e 4 =( — 1，一1，0，1) 

下有矩阵 

-1 1 0 1 ' 

1110 
A ~ 0010 * 

—1 2 1 3- 

2 . 求下列线性变换在指定基下的 矩阵： 
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(1) 在 K 3 中? A (xi •: r 2 = (2^1 — jt . 2 十工 3 ，工 1 〉，而基 
取 •:€, = ( l ，0,0)， e 2=(0， l •0)， e 3=(0,0， l )• 

(2) 在平面直角坐标系内，取为两个坐标向量.令 A 为 
平面上向量对第一和第三象限分角线的垂直投影， S 是平面上向 
量对 L ( e 2 ) 的垂直投影，求在 £ l ，£ 2 下的矩阵. 

(3) 在人 tXl 中，令 

Af ( X )= f ( X + l )- f ( X ), 

基取为 




(/ = 1，2,…，; ?一1). 


(4) 在 A >( a ,6) 中取6个线性无关向量 

£i =e aj cos 々 :r ， e 2 ~e ffr sin^x» 

e 3 =-re aJ co.s/9x, e A =xe aj sin(3x, 


e 5 = — j" 2 e ar cos/?a'» £ 6 = —jc 2 e ar s,in^x. 

令 V = L(£i ; e 2 , …， e G ) •定义 

Dfix ) =f ( x ). 

-证明 d 是 k 内的一个线性变换，并求 d 在 y 的上述一组基下的 
矩阵. 

(5) 已知 K 3 中线性变换4在基 

1 = ( — 1，1,1), 72=(1，。，一 1)，7 3 =(0，1，1) 

下的矩阵是 

10 1 ' 

4= 110， 

厂 1 2 1, 

求/!在基 

^ ( 1»0» 0) » ^2~ C0» 1 f0) ? £3= (OfOfl) 

下的矩阵. 

(6) 在中定义线性变换4 如下： 
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AtJi = ( — 5,0,3) ^ 7] = (— 1 ， 0 ， 2) ， 

(0，一 1，6) ， ^ = ( o , l , 1), 

Arj ^ = ( —5, — 1 »9). % = (3 ， 一 1，0). 


求 A 在基 

— (1»0»0) » s 2 ~ (011 ^0) ^ £3 — (0»0»1) 


下的矩阵. 

(7) 接上•求 A 在 t ，％，％ 下的矩阵. 

3. 在从 2 (尺）中定义变换 如下： 

ax=ax-xa, xgm 2 (/o, 

其中 A 是 K 上一个固定的二阶 方阵.证明： 

(1) 4是 m 2 ( k ) 内的一个线性变换； 

(2) 在从 2 (尺）中取一组基 


1 0 、 


’0 r 


0 0 、 


0 O' 


» £ I 2 ~ 


> ^21 ~ 


， e 22 = 


.0 0, 


.0 0, 


；1 0 ; 


.0 1 , 


求在这组基下的矩阵. 

4. 在中取〃个单位向量（以列的形式表示) 


1' 


r 0 ' 


f 0 ' 

0 


1 


♦ 

♦ 

• 

• 

• 

f e 2 = 

• 

• 

• 

, …， £ n = 

0 

. 0 > 


、 0 > 


、 1, 


对一个 n 阶方阵定义中的线性变换 

AX^=AX (XeK n ), 

求 A 在基 e ,， e 2 ， …， e n 下的矩阵. 

5 . 设三维线性空间 V 内一个线性变换4在基 £1 ,£ 2 ,£ 3 下的 
矩阵为 

^il a 12 a I3 

A — ^21 a 22 a 2 3 • 
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(1) 求 4 在基下的 矩阵； 

(2) 求4在基 e ,，々 e 2 ， h 下的矩阵(6#0); 

(3) 求 A 在基 ei + e 2 ， e 2 七下的矩阵. 

6. 设 A 是线性空间 V 内的线性变换.如果但 
= 0,求证 ， Af ，… , A k " W (々>0)线性无关. 

7. 在《维线性空间中，设有线性变换4与向量夂使 f 
0,但 H =0. 求证在某一组基下的矩阵是 

0 1 1 

0 1 . 

I * oj 

8. 设四维线性空间 V 内一个线性变换4在基下 
的矩阵为 

■10 2 1 ' 

--1 2 1 3 

1 2 5 5 * 

- 2 — 2 1 — 2 

求4在 ?i = — 2 e 2 +€ 4 , rj 2 — 3 e z —£ 2 —^ , 73 ^ ^3 +^4 1 1 a = 2 e 4 下的 
矩阵1 

9. 在 / C 4 内一个线性变换4在基 ei ， e 2 ， e 3 ， e 4 下的矩阵为 

1—10 1 
0 0 1 1 

1 0 0 —1 > 

-1 10 1- 

求它在基 mv ' 下的 矩阵. 其中 

(1) £,-(1,2,-1,0), ^-(2,1,0,1), 

£3 — ( 1 ? —1，1，1)， ？2 = (0，1，2,2，）， 

e :i = ( — l ，2， l ， l )， 7:产（一2，1，1，2)， 

— — 1，0,1). ?4 = (1，3，1，2). 
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(2) £,-(1,1,1,1), 7i = (l，l， 0 ，l), 

£ 2 = (1，1,一1，一1)， 72=(2，1，3,1) • 

e 3 = ( l ， 一 1，1，一1)， 7 3 =(1，1,0,0), 

e 4 = ( l ，一 1，一 1，1). .々4=(0，1，一1，一 1). 

10. 在 /C 3 中给定两组基 

e 】 = ( 1， 0 ，1 ) ， 7!二 （ 1， 2 - — 1 ) ， 

e 2 = (2， l ，0)， 々 2 =(2,2，一1)， 
e 3 = ( l ， l ， l ). 7 3 =(2，一1，一 1). 

定义线性变换 

As , = rji (?_ = 1，2,3). 

(1) 求 A 在基 £|， e 2 ， e 3 下的矩阵； 

(2) 求 A 在基 U 2 ，？ 3 下的矩阵. 

11. 证明对角矩阵 

与 

相似，其中…乂是1，2,…，；2的一个 排列. 

12. 若乂可逆，证明儿^与万乂相似. 

13. 若 Z 与 S 相似， C 与 D 相似， 证明： 

' A 0\ B 0 ' 

,0 c ) ^ io D , 

相似. 

14. 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间， 证明： 

(1) V内全体线性变换所成的尺上线性空间 LOO 的维数 
等于〃 2 ; 

(2) 对V 内任一线性变换存在一个次数的多项式 
/(A)( 系数在尺内），使 /G1)=0. 

15. 设石与 Z 相似， /U) 为任一多项式，证明 f ( B ) 与 /C4) 




232 



相似. 


§3特征值与特征向量 


对 n 维线性空间 F 内的一个线性变换 A ， 我们希望能找到一 

组基 

7”72,…， V ”， ' 


使4在这一组基下的矩阵具有最简单的形式.在第二章中我们已 
经知道，对于矩阵运算来说，对角形最为简单 • 因此，自然要 问：有 
没有可能找到一组基，使4在这组基下的矩阵具有对角形？亦即 


(A7} } ， Arj 2 ，."，Arp = (7]”w，rp 




AJ 


把上面的关系式具体写出来，就是 




A 7 ]i = 乂2?2， 


经过较深入的研究之后就可以知道，这并不是总能办到的•但 
上面的分析却给了我们一个重要的启示，即研究一个线性变换 
很重要的是去寻找满足条件的数 A 和非零向量这一点 
就是本节的中心内容. 

特征值与特 征向量 的定义 

定义设1 /是数域 K 上的一个线性空间， A 是 F 内一个线性 
变换.如果对尺内一个数 A ， 存在 V 的一个向量 f #0, 使 

Af=Af ， 

则称 A 为 A 的一个特征值，而 f 称为属于特征值 A 的特征 向置. 
这里要注意 两点： 
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( i ) 特征向量 f 一定要是非零向量； 

( ii ) A 必需属于数域否则数乘 M 没有意.义. 

现在设 A 是4的一个特征值，那么，我们有如下两条简单的事 
实： 

(1) 如，6是4的属于特征值 A 的两个特征向量，则当$ 
+ $ 2 7^0时，+ ^2也是4的属于特征值 A 的特征向量.这是因为 

• A(f, - j r^ z )=A^ x -^A^2 :=z ^\ +^^2 = ^(^, +f 2 ). 

(2) 若^是>1 的属于特征值 A 的特征向量，则对任一 々 e 尺， 
々參0,衫也是 A 的属于特征值 A 的特征向量.这是因为 ：衫尹 0, 
且 

Aim^kA^ka^^xik^). 

从 （1) 与 (2) 可知 :若把 A 的属于特征值 A 的全部特征向量再 
加上零向量(我们有 A0-A . 0) 合并成 V 的一个子集，那么，它对 
加法和数乘封闭.按第四章命题 3. 1，它是 V 的一个子空间.将这 
个子空间记为，采用集合论的记号，可表示为 

定义 K 称为线性变换 A 的属于特征值 A 的特征子空间. 

当 A 是4的一个特征值时， K 不是零子空间，其中必定包含 
有无穷多个向量.所以，4的属于特征值 A 的特征向量有无穷多 
个.但我们只要求出 R 的一组基，也就等于求出它们的全体了. 

特征值与特征向量的计算法 

设 V 是数域 尺上的 n 维线性空间 M 是 V 内的一个线性变 
換.我们 研究： 

(1) 如何求出4的全部特征值？ 

(2) 对4的每个特征值 A ， 如何求出属于它的全部特征向 
量？这个问题等价于寻求特征子空间 R 的一组基. 

在 F 内取定一组基 
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， 広2 ， 


• « • 


♦ • 



设 4 在此组基下的矩阵为/!= ( 〜），即 
(Ae! ， Ae 2 , … ,Ae n ) = U] ,£ 2 

设 Ae 尺是 4 的一个特征值 3 是属于特征值 A 的一个特征向量， 
那么，有 


现设 f 在这组基下的坐标为 


X = 


了 2 


7^0. 


由命题 2. 2， Af 在这组基下的坐标为而 Af 的坐标是 AX ， 于 
是 

^X = AX. 

具体写出，就是 


^11 ^12 … 


广' 

JCi 



^21 a 22 ••’ a 2n 


工 1 

—1 

了 2 

• « • 

• • • 

• « • 

An\ 0.n2 … CLnn , 


• 

• 

• 

T 

— A 

• 

• 

• 


移项，得 
最后得到 
因此， X 满足 


二0， 

aE~A)X = 0. 

一个齐次线性方程，其系数矩阵为 


( 1 ) 


XE-A = 


〔乂_(2 1: 
~^2\ 


12 


A —— a- 


a 2 , 


A — a. 


根据第三章定理 1 ( 参看第三章§ 2)，齐次线性方程组 （1 ) 有非零 
解的充分必要条件是 :其系 数矩阵— d 的行列式为零，即 
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\ AE ~ A \=0. (2) 

具体写出，就是 

A — u n —a 12 … —a Ul 

— u 21 A ~ a 22 … ~ a Zn 

= 0 . 

• • • 

_ • • 

• • • 

— a,,] —a nZ ••• X — a nn 

综合上面的分析，不难得出如下两条 结论： 

1 . 是4的特征值的充分必要条件是它满足方程式 (2) ; 

2 . 对于特征值由坐标（在基 u 2 ，… a 下)满足齐次 
线性方程组 （1) 的全体向量组成（注意这时齐次线性方程组的系数 
矩阵属于 M „( K )， 它的解可以限制在数域 K 内）.而 K 的一组基 
可由齐次线性方程组 (1) 的一个基础解系来给出. 

我们在上面所作的分析给出了以上两条结论的必要性的证 

明，而其充分性是比较明显的，请读者自行证明. 

这样，本段开头所提出的两个问题已经得到解答. 

行列式— A I 、的元素是常数或 A 的一次多项式.根据行列 

式的定义(或完全展开式)不难看出它应当是 A 的多项式. 

定义对一个《阶方阵>1= ( a ~) ，令 

A — a u ~~ a n … ~~ a Xn 

— a 2 ] A — a 2 ? … 一 cio n 

fa )=\ XE - A \= . • : • 

• 警 • 

« • ♦ 

~~0-n\ ~^7,2 … A — “抓 

称 /( A ) 为$阵 Z 的特征多项式. / U ) 的根称为矩阵/!的特征值 

或特征根/ 

设 A 。 是矩阵 A 的一个特征值，而 X 是一个非零列向量，使 
也就是说， X 是齐次线性方程组 

( A 0 £- Z)X = 0 - 

的一个非零解向量，我们就称 X 是矩阵 Z 的属于特征值々的特 

征向量. 
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现在要求线性变换 A 的全部特征值，只要先求它在某一组基 
下的矩阵 A 的全部特征值，然后从中挑出属于数域 K 的那一些就 
是了.这里要注意矩阵 Z 的特征值和线性变换4的特征值是有所 
不同的的特征值是 / U ) = 0 的全部根，其中有些可能不在数域 
K 内，而线性变换 A 的特征值仅限于属于 数域尺 的那一些. 

现在我们把计算线性变换4的特征值和特征向量的步骤归 
纳 如下： 

(1) 在 F 中给定一组基，…，^，求 A 在这组基下的矩 

阵 A 

(2) 计算特征多项式 — 

(3) 求 /a) = o 的属于数域 K 的那些根 

a m a 2 ， " ，， a,. 

(4) 对每个々0=1 ， 2, …，求齐次线性方程组 

(A,E--A)X = 0 . 

的一个基础解系.这个齐次线性方程组具体写出来就是 


人 . 一 —o, vl … ~a Xn 


乂 ' 

— 0-2\ h—O-22 … ~^2n 

• • • 


工 t 

% 

• • • 

.— 〜 ~a nl … 人一 a 财 . 


9 

H , 


注意其中的人是在(3)中求出的，是已知数，不是未知量. 

(5) 以 （4) 中求出的基础解系为坐标写出 V 中一个向量组， 
它就是的一组基. 

例1设三维线性空间 V 内一个线性变换4在基 q ， e 2 ， e 3 下 
的矩阵为 

1 2 2、 

2 1 2 , 

2 2 1 , 

求4的全部特征值和对应的特征向量. 

解本例中4的矩阵已给出.下面分两步 计算： 
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( i ) 求特征多项式和特征根. 

A -1 -2 -2 

/( A ) = \ XE-A | - —1 A -1 —2 

-2 —1 A -1 


A-5 

-2 

— 2 


1 

-2 —1 

A— 5 

A — 1 

-2 

= (A—5) 

1 

A-1 —1 

A-5 

-2 

A— 1 


1 

— 2 A — 1 


|1 - 

2 — 

-2 I 




-( A -5) 0 A +1 0 = U —5) U +1) 2 . 

0 0 A+ 1 

/( A ) 的根为^=5，々=一 1( 二重根）.因为整数必属于任一数域 
尺，所以 \， A 2 均为4的特征值. 

Gi ) 求每个特征值对应的特征向量. 

A = 5 时，解以 X l E-A = bE - A 为系数矩阵的齐次线性方程 
组.采用矩阵消元法 



’ 4 

— 2 

一2、 


— 2 

-2 4、 

X , E-A = 

— 2 

4 

— 2 

- ► 

— 2 

4 

— 2 


、一2 

~2 

4: 


. 4 

—1 

-2, 



移项，得 


10 0 0 J 
\x x +:r 2 — 2*^ = 0 ， 

I ^'2 — ^3 = 0 . 

Jx ] +jr 2 = 2j： 2 , 

\ ^2 = 


令心=1，得基础解系仏=(1，1，1)，它对应于^的特征向量 
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q + h + b 于是它是特征子空间 h 的一组基，即 

V —/>(£] + £2 + £ 3 ) - 


A 2 = — 1 时， 



— 2 

— 2 

一 2 、 


1 

1 

1 

x 2 e~a = 

-2 

— 2 

— 2 

- > 

0 

0 

0 


: — 2 

-2 

— 2 , 


:0 

Q 

0 , 


移项，得 


Pjt } +x 2 == 0. 


工 1 — wi 2 w/ 3. 

取: r 2 = 1 ， : r 3 = 0 得 7! = ( — 1 ， 1 ， 0); 取 : r 2 = 0 ， : r 3 = 1 ，得 7 2 = ( — 1 ， 
0，1). 这个基础解系对应于 A 的一个特征向 量组； 一 &+&，一£,+ 
k 它们构成'的一组基，即 

• = L (— e, +e 2 ，一£丨 + e 3 ). 

例2在线性空间 K [_ Xl ， 中取一组基 


U ，#， …，“ V — 1. 

容易求出微商变换 AAX ) = /(；0 在这组基下的矩阵为 


D = 


0 1 0 
0 1 


0 


( i ) Z ) 的特征多项式为 


/( A )= | A £- D | = 


A 




一 1 
A 


X n . 


它的特征根仅有一个 ( n 重根），即 Ai ^ oex . 故 D 仅有一个特征 
值丨 =0. 

( ii ) 求々= 0对应的特征向量. 
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A]E~D = ~D = 



-1 
0 . 


J.2 =0, 

了 3 =0, 



0 J 


1 . x „^=0. 

在这个齐次线性方程组中，仅有: T , 是自由未知量，取^ = 1，得基 
础解系 71 = (1，0，〜，0)，它对应于1>的特征向量 

-T] * 1 +X 2 ^+ - hx„X n ' 1 = 1. 


于是 l ^= L ( l )， 即 Z > 的属于特征值0的特征向量为任一非零的 
常数.这与数学分析中的结论一致. 

例3平面上全体向量组成实数域上一个二维线性空间.取 
直角坐标系的坐标向量 A ， e 2 作为它的一组基.设线性变换4在此 
基下的矩阵为 

/ cos 夕 —— sin 汐 

A= (9^k-n), 

\ sind cos 汐 / 

A 的特征多项式为 

X—cosd sin 汐 

/(A) = \XE~~A | = . 

— sine/ A — cosu 

=X 2 — 2kcos0-\-l. 


因夕关>^，这个二次方程仅有复数根，即矩阵 A 的特征值都是复 
数.但我们现在考虑把是实数域上的线性空间，故4没有特征值, 
因而也没有特征向量. 

从解析几何的知识可知，>1代表的是平面绕坐标原点 O 旋转 
沒角的变换.从几何直观即可看出，当 d 參 kn 时，平面上不存在非 
零向量 f ，满足於(即 ?機0 角后仍落在原向量所在的直线 
上）. 
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+特征多项式的基本性质 


命题 3.1 相似的矩阵有相同的特征多项式. 
证 设 B = M 7 T ，贝 ! J 


\XE-B\ = \kE~T ] AT\^ \T" x {kE-A)T\ 

- \T 1 I \XE-A \ ITI = \ XE-A \ \T ^Tj 
=\XE-A \ - \E\^=\AE-A\. I 

因为一个线性变换 4 在不同基下的矩阵是相似的，根据上述 
命题，它们的特征多项式相同.因而，我们把 A 在任一组基下的矩 
阵的特征多项式称为 A 的 特征多项式. 这个命题又从理论上指 
明: 在用前面讲的办法计算线性变换的特征值和特征向量时，不会 
因为所选择的基不相同而得到不同的结果. 

现在我们利用第三章§ 3中的行列式的完全展开公式来对矩 
阵 A 的特征多项式作一些初步的探讨.我 们有： 



乂 一 …， 

—“ 12 

… —a Xn 

XE-A\^ 

— U21 

攀 

• 

乂 一 a 22 

• 

• 

… ~^2n 

• 

• 



~a n2 

… A— 


= (A—a u ) (A— <3 2 2)… (A—a„„)H - . 

在上面的行列式的完全展开式中，除主对角线上元素的连乘积一 
项外，其它 —1 项均用省略号代替.因为在 U 也一 /1|中只有主对 
角线上的元素是 A 的一次多项式，其它全是常数，在用省略号代表 
的 W —1项中的任一项都至少包含一个非主对角线元素 ：一叫 
U 邦 .此时该项不能包含因子 A - a tt m A — %(因为行列式的完全 
展开式中每一项是由取自不同行和不同列的 n 个元素相乘得到 
的，该项取了 ：行』列元素一就再不能取 z 行的其它元素，也不 
能取 y 列的其它元素).所以，用省略号代表的 一 1个项中每— 
项顶多包含 ”一2个主对角线元素，因而顶多是 A 的”一2次多项 
式.这样， /( A )=| A £ — 川中 A ” 和 A * 1 - 1 的系数由主对角线元素连乘 
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积的展开式得出.于是，我们有 

/ (A) = A"" (a : 1 ~^rci22 **• ~\~a nn )A ,; 1 •••. 

这说明： 

(1) /( A ) 是 A 的首项系数为 1 的^次多项式. 

(2) /( A ) 的项的系数为 

— {U]\ +a 2 2 + *** ). 

括号中的数恰为矩阵4的主对角线元素之和，我们称之为矩阵/ 
的迹 ( trace ) ，记作 

Tr (/1) = u n + a 22 H - \- a tm . 

(3) /( A ) 的常数项为/(0)，而 

f(0)=\-A\=(-ir\A\. 

我们知道，一个 n 次多项式在复数域内恰有〃个根(其中可能 
有相同的）.设 /( A ) 在复数域内的^个根是 A M A 2 , …，1，那么，根 
据根与系数的关系，有 

Ai + A 2 + …十 A „ = T r G 4) ; 
a 3 • a 2 . 上 = IA |. 

即矩阵 A 的全体特征根(重根计算在内）之和等于它的迹 Tt ( A ), 
而全体特征根的乘积等于它的行列式 M I ,上面阐述的几条简单 
性质对讨论许多问题都很有用. 

具有对角形矩阵的线性变换 

设 A 是 n 维线性空间 V 内的一个线性变换.如果在 V 内存在 
一组基％，? 2 , …，、使 A 在这组基下的矩阵成对角形，我们就说4 
的矩阵可对角化.现在我们来考察一下，什么样的线性变换其矩阵 
可对角化. 

定理1 〃维线性空间 V 内一个线性变换4的矩阵可对角化 
的充分必要条件是 M 有 n 个线性无关的特征向量. 

证 G ) 必要性.若4在基7, …，％下的矩阵成对角形 
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(A% ， Arj 2 ， -“ ， A7]Xrj' ， rf 2 ， " 、 y]„) ? ， 

、 V 

则有 A ^ i ~ A |7 m 八 ?2 = 义2?2 ，…， A ^ fi ~ A „7 *m 

于是％ 4，•••，％ 是 4 的 《 个线性无关特征向量. 

( ii ) 充分性.如果 A 有77个线性无关特征向量 H ， …， V 。 
把它们取作 F 的一组基，显然，4在这在组基下的矩阵成对角 

形 . I 

究竟什么样的线性变换才具有〃个线性无关的特征向量呢? 
我们现在给出一个充分条件. 

命题 3. 2线性变换4的属于不同特征值的特征向量线性无 
关. 

证取4的1个不同特征值々 ， A 2 ，…，々，它们分别对应于特 
征向量乞，6，…，匕.对々作数学归纳法. 

^-1 时弋关 0,当然线性无关.设命题在々一 1个不同特征值 
的情况下已经成立,证明々个不同特征值的情况下命题也成立. 
考察向量等式 

l \^\ +/ J 2 + … - {- Ik ^ k ^ O . (3) 

两边用4作用，利用4的线性性质，得 

l\A^\ +/ 2 Af 2 + …= 

因为批=试，故有 

+ = (4) 

以弋乘 (3) 式再与 (4) 式相减，得 

/ 2 认 一A 2 )$ 2 + …以义] — 1)匕= 0. 

按归纳假设名，…，匕线性无关，故 

/ 2 (又1 — 义2)=…=/“义1 —又2) 

因为々个特征值互不相同，由上式即得 

! 2 =…=“ = 0, 

代入 （3) 式，因$參0,就有6=0.这就证明$，$，•••，&是线性无 
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关的 .I 

推论如果线性变换 A 有”个不同的特征值，那么它的矩阵 
可对角化. 

这个推论请读者自行证明. 

现在考察一个〃阶方阵儿把它看作复数域貧上《维向量空 
间嘗”上的一个线性变换 

AX-AX, x e f 

中的向量此处表为列形式)•在中取单位向量 



作为一组基.不难验证， A 在这组基下的矩阵即为 A 现设 3 的特 
征多项式 

fa)=\XE-A\ 

在复数域内有”个不同的 根々， 々，•••，々•那么，这 n 个复数都是 A 
的特征值.假定々对应于特征向量 

X,- = G. = l ， 2, …， ”)• 

♦ 

由命题 3 . 2 ， X M X 2 ，…， X „ 线性无关，所以它们构成 W 的一组基. 
由于 AX T = XiX,{i = 1 ， 2 广.，《)，所以^ 4 在又 ，叉 2 ,…， 1 这组基下 
的矩阵为 

卜 .1 

又 2 •• • 

乂 

而由 e ,， e 2 , …，至 !j X ^ X 2 j '" rX n 的过渡矩阵显然是 
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T = 



工 22 




根据命题 2. 4,即知 

、 ' 

T—'AT= Xz . . 

V 

所以，如果一个〃阶方阵 Z 的特征多项式 / U ) 有”个不同的复根 
时， A 在复数域内相似于一个对角矩阵. 

上面的讨论也适用于矩阵 A 的互不相同特征值少于 n 个，但 
却有〃个线性无关的特征向量的 情形. 在这种情况下，为了求出可 
逆矩阵： T ， 使了^乂了成对角形，只要把 A 的 w 个线性无关特征向 
量找出来，以它们为列向量所排成的〃阶方阵就是所要寻找的矩 
阵 : T 了.这时要注意 ：对角 矩阵中特征值々，々，•••，々的排列次序 
要与 r 中特征向量(作为: T 的列向量）的排列次序相 一致. 

习题三 

1. 设 A 是线性空间 V 内的线性变换，若二 A ^， 又设 / U ) 

…证明： 

/(A)a = /(A 0 )a. 

2. 设 A ， B 是线性空间 V 内的两个线性变换，且 = M •证 
明：若则 Ba ^： V k(i ， 

3. 设4是〃维线性空间 V 内的一个线性变换，在基 A ， e 2 ，… 
下的矩阵为 


0 1 



0 J 


证明只有唯一的特征值々 = 0,且 
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4. 设 4 是 rz 维线性空间 V 内的一个线性变换.如果在1/内 
存在一组基 


，… T ，芑广4丨 ，…，心， 

使 A 在这组基下的矩阵为如下准对角形 

fJ, 01 

r ， 

‘0 

其中，心分别为 r 阶与〃一 r 阶方阵，且 



[0 1 、 


[0 1 . ^ 


0 1 

'* 0 ^ 


0 . 1 


证明 M 只有一个特征值々 = 0,且 = 

5. 设 A 是复数域上线性空间 V 内的一个线性变换，且它在 
某一组基 e , 下的矩阵为 A ， 求 Z 的全部特征值和每个特征 值入所 


属特征子空间 V A ，的一组基， 其中: 
( 3 4 

(1) A = ； 

U 21 


I 0 

(2) A = 

' —a 


a 

0, 



' 5 6 -3； 


0 

0 

1 

(3) A = 

-1 0 1 

; (4) ,4- 

0 

1 

0 


,1 2 -1, 


:1 

0 

0, 


1 

i 

0 

2 

r 


^ 3 1 

0、 

(5) 

-2 

0 

3 ； 

i 

;(6) A = 

— 4 -1 

0 


-1 

-3 

oj 


. 4 —8 

— 2. 


(7) ^ = 


1 1 -1 一 

1 一 1 1 一 


—1 — 1 ] 

6. 上一题中哪些变换的矩阵可对角化？在可对角化的情况 
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下，写出基变换的过渡矩阵 7’. 并验算 7' 47’ 为对角形. 

7. 设4是线性空间 V 内的一个线性变换•存 在一个 」下整数 
々，使 f = 0 .证明： 4 H 有唯一的特征值 4 = o . 

8. 设 A m A 2 是线性变换4 的两个 不同特征值， U 2 是分别属 
于 A M A 2 的持征向量.证明 A 不是4的特征向量. 

9. 证明： 如果线性空间 V 的线性变换4以 V 的每个非零向 
量作为特征向 M ， 则4是数乘变换. 

10. 设4是线性空间 T / 内的可逆线性变换. 

(1) 证明：4的特征值都不为苓； 

(2) 证 明：若 A 是4的一个特征值，则 1" 是4^的一个特 

征值. 

11. 设 A 是《维线性空间 F 内的一个线性变换，在1/的某一 
组基下其矩阵成对角形.又设 A 的全部不同特征值为 A ,， A 2 ，…， A ,. 
证明： 

V = ㊉ 、 ㊉…㊉ 

§4若当标准形 

在这一节里，我们介绍复数域上《维线性空间 V 内一个线性 
变换 A 的矩阵的最简单形式.本节的结果对于非复数域上的线性 
空间一般是不适用的. 


若当标准形介绍 

我们在前面已经说过，并不是对任一线性变换1都可以在线 
性空间 V 内找出一组基，使4在这一组基下的矩阵成对角形.但 
是我们可以证明，对于复数域上的线性空间 V ，一定可以找出一组 
基，使 A 在这组基下的矩阵成为准对角形，而且在主对角线上的 
小块方阵具有很规则的形状. 

定义形如 
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的方阵称为若当 ( Jordan ) 块•其中 A 是一个复数.由若干个若当块 
组成的准对角矩阵 



(/• = 1 ， 2，…，‘0 


称为若当形矩阵. 

例如 


.2 

1 

0 ■ 


0 

1 

0 

0 ' 







0 

0 

1 

0 


; 1 1 

1 

0 

2 

1 


0 

0 

0 

1 



0 

0 

2, 







1 ) 





.0 

0 

0 

0 , 




部是若当块.特别地，一阶方阵都是若当块.而下面的矩阵 

1 1 0 0 0 0' 

0 1 0 0 0 0 

0 0 4 0 0 0 

0 0 0 -i 1 0 " 

0 0 0 0 —i 1 

.0 0 0 0 0 -i, 

是一个若当形矩阵.特别地，所有对角矩阵都是若当形矩阵，其主 
对角线上的若当块都是一阶的方阵. 

定理2设 V 是复数域上的 一个; I 维线性空间，4是 V 内一 
个线性变换.则在 V 中可以找到一组基，使4在这组基下的矩阵 
是若当形矩阵，而且其主对角线上的若当块除去排列的次序可以 
不同外，是被 A 唯一决定的. 

A 的若当形矩阵称为4的若当标准形. 
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这个定理的证明比较复杂，本书从略.下面对这个定理的意思 
作一些解释. 

首先考察 A 在某一组基 


芑1 ，芑2，•••，€” 

下的矩阵恰好是一个若当块 


J 


的特殊情形.这时有 


^0 1 

义 。V 1 

A 0 


~ 乂 0石1 ， 

Ae 2 = 

< Ae 3 ~ e 2 + A 0 €： 3 , 




十 


第一个等式说明 A 。 是4的特征值，而&则是对应的特征向量.因 
为 A 的特征多项式为 


/(A) = | XE — J\ — 



-1 
义一义 0 


— (A — A 0 ) 71 , 

故4只有唯一的特 征值‘ 不难证明的特征子空间 = 
Mq ). 这留给读者作为练习. 

如果令 — ，那么《在 £1 々，•••，£„这组基下的矩阵为 


fO 



0 J 


这表示 


- 0 > Be2 9 5^3 ™ ^2 > *** ♦ _ j. 
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即在忍的作用下，基向量的下角标依次减1，第 1 个基向量 A 则变 
为零 • 

在一般情况下，设 A 在，…， L 这组基下的矩阵为若当形 

乂 ] 卜 . 1 . ' 

J = J 2 ' ， J , = 入 •• • 1 . 

J ^ , n. X n 

\ J / I I 

这时，基向量可以相应地分成 S 段 

£l ] ，広21，芑22，_“， ^2n 0 ， . •• ’ ， S2 ，•“， tn . 

A 在第 z 段 e fi ， e , 2 ，…，^, 的作用相当于在子空间 
中以 J , 为矩阵的线性变换的作用，所以，可以把它归结为上面所 
指出的特殊情况.由此可知 M 的特征值为 …， 人(其中可能 
有相同的）.而每个特征子空间由特征值相同的若当块的第一 
个基向量 e M (对一切满足七=人的々） 生成， 因为 J 是上三角矩阵， 

不难算出4的特征多项式为 

/ U )= | A £— J | = ( A — A ) MA — 义 2 )〜… （ A — 七）' 

任意一个 n 阶方阵都可以看作复数域上某个 n 维线性空间 V 
中一个线性变换 A 在一组基下的矩阵.根据定理2,我 们有： 

定理 3任一《阶方阵 A 在复数域内都相似于一个若当形矩 
阵，且除了若当块的排列次序可有不同外，这样的若当形矩阵是被 
^唯一决定的，它称为 X 的若当标准形. 

# 二阶和三阶矩阵的若当形 

在某些实际问题中需要具体计算低阶的特别是二、三阶的矩 
阵的若当标准形，因此，我们在这一段里给出定理2在《 = 2,3时 
的证明.在证明的过程中同时给出了二、三阶矩阵的若当形的具体 
计算方法. 

我们首先证明一个比定理2稍弱一点的命题.这个命题对我 

们研究低阶矩阵的若当形的计算方法是有用的. 

命题 4. 1设4是数域尺上的 w 维线性空间 F 内的一个线 | 
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性变换，如果 A 的特征多项式 / U ) 的根全在 /： 内，那么 M 的任意 
r 个线性无关特征向量％，? 2 ，…都可扩充成 F 的一组基 

%，…，7"心 1， …， ， 

使4在这组基下的矩阵为如下分块形式 

[^1 

， 

lo ^ 3 j 

其中4，灰分别为 r 阶与 n — r 阶方阵，且 

/ ^ \ / 、 



1 

A 2 

• 

， ^3 ~ 

y v 

a r+l r+1 … a r+l „ 

••• 

••• : 


•V 


1 0 J 


(当 = n 时，4 = ^为对角矩阵). 

证对 V 的维数 n 作数学归纳法. 

« = 1 时命题是显然的.设对一切维数<〃一1的线性空间命题 
均成立，证明对《维线性空间命题也成立. 

现设，… ，&是 A 的 r 个线性无关特征向量，不妨设 l < r < 
n (若 r = n ， 命题已成立).把它们扩充成 V 的一组基 


7 i 


，… ，7/ r ， a r+ ” 


cx „. 


在这组基下4的矩阵可写成 



a 5 

• 

0 

占卜 +i 

• 

• • ♦ 

bu 

• 

• 

— 

0 

’ K 

• 

r+1 

^r+\ r-F 

# • » 

1 … 

L 

4 1 n 



0 

• 

售 

• 

r+ 1 

♦鲁 • 

• 

• 

參 

bnn , 


^r+1 r-f 

i … 



B = 

• 

• 

• 


♦ 

畚 

• 

• 


、 b n r+l 

♦ • • 

bnn } 



命 


A 的特征多项式 / U )= I 处; 一 ^ | = ( A ——/ U | A £— 
/( A ) 的根全在 K 内，故1 A£—S | 的根也全在 K 内•令 
A /= L (7 i ，…，7》； N = I 人 a r +”." ，0. 

在子空间 W 内定义线性变换 如下： 
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Ba r + } — b r t i 】 + 办卜 2 r . 「 】 a，.+ 2 H - h 乂 i ， 


Ba„ = b r + ] n a r+x -\rb r ^ 2 n a f .^ 2 A - h 乂 „a f ,. 

好在基 〜」，•••，％ 下的矩阵为 B ， 其特征多项式为 |AE — 別，根全 
在 K 内.而 d\mN = « — t* 〈 7, ， 按归纳假设，在/ V 内存在一组基 
趴,，… ，^使 》在这组基下的矩阵成上三角形 

^ r 4- 1 r -f 1 ••• ^ r-*- I n 

•••• _ 


另一方面，因为 

Aa r ^ h = Ba r ^ k -\-^ r+k ( 々 =1 ， 2 ， … ， ” 一 r ) ， 

其中 

P r + k = b \ r + 々7 i + … + b rr + k 7 Jr ^ M , 

所以对 w 内任一向量 a = - + CA ， 有 

Aa 二 c r+ H - \~c„Aa n 

= c r +] ( Ba r . !+/? r+t ) + … j 3 n ) 

=( c' rH \ Ba r ^ x - ^ CnBa ^ + icr -^ xPr ^ x ^ - - bc „ P „) 

^ Ba+P (/? GM ). 

特別地 

+ ^ r+k ^ Af ). 

因为向量组 V '， … H '， …， V ” 与 v '， …， V ” a — i ， …， a ” 等价，故 
它也是 V 的一组基 . A 在这组基下的矩阵即具有命题中所要求的 
形式 .■ 

在上面这个命题中，矩阵戌的主对龟线上的元素全都是4 
的特征多项式 / U ) 的根，所以全是4的特征值. 

对于复数域 嘗上的 n 维线性空间来说，命题4, 1的条件自然 
具备，因而它总是可以应用的•根据这个命题，只要设法先把一个 
线性变换 A 的全部线性无关特征向量找出来，就可以把它的矩阵 
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大大简化，这就为我们寻求它的若当标准形提供了方便的条件.特 
别是对低维的线性空间（或低阶的矩阵)是如此. 


一、 二阶矩阵的若当标准形 

命题 4. 2设 A 是复数域上二维线性空间 V 内的一个线性变 
换，则在 V 内存在一组基7,，？ 2 ,使4在这组基下的矩阵成下列两 
种形式 之一： 


、 0 、 


乂 r 

.0 A, 


!o A, 


证若 A 有两个线性无关的特征向量，则由定理1知4的矩 
阵可对角化.下面设4仅有一个线性无关特征向量.由命题 3. 2 
的推论知，4的特征多项式仅有一个重根 V 设々对应的特征向 
量为#，把它扩充成 V 的一组基 V ;，仍.在此组基下 A 的矩阵应为 

乂 a‘ 

,0 A,/ 

因为472 =人 72 +叼'!，而％不是4的特征向量，故 a ^ O . 命 I = 
叫 / 1 ，则？ 1 ，7 2 是7的一组基，且 

A7 ! —^ i 7 i ^ 必72 = ^ 72 十％. 

故 A 在基 7| ，7 2 下的矩阵为 

Al M . I 

[0 Aj 

在这里， 4 的若当形的唯一性(除了差一个若当块的排列次序 
之外)是显然的.命题的证明过程同时就给岀了基1，7 2 的寻求方 

法. 

任给一个二阶矩阵 

^11 a \2 

A= ， 

、“ 21 0-21 , 

把它看作复数域上某个二维线性空间 V 内一个线性变换4在基 
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A ， e 2 下的矩阵.按命题 4. 2 的办法找出的新基〜心使 A 在新基 
下的矩阵成若当形.再求出两组基之间的过渡矩阵 T : 

则 T [ AT 即为 Z 的若当标准形. 

二、三阶矩阵的若当标准形 

命题 4. 3设4是复数域上三维线性空间7内的一个线性变 
换，则在 V 内存在一组基^^仏”^使义在这组基下的矩阵成下列 
三种形式 之一： 

0 0] A , 0 0| [ A , 1 O ' 

0 A? 0 ， 0 A? 1 ^ 0 Aj 1 , 

_0 0 A 3 J [ 0 0 A 2 ] [o 0 A,, 

证如果 4 有三个线性无关的特征向量％，％ ，巧 ，那么 A 在 
这组基下的矩阵即为对角形.下面假设不是这种情况.我们分两种 
情况讨论. 

(1) 如果4恰有两个线性无关特征向量#，蜓，且 

Ay[ ， 

此时 4 最多只能有两个不同的特征值.不妨设4的特征多项式 
/( A ) = U — AJUU . 添加％，使7;，％，％成为 V 的一组基.又设 

A% ~a^j\ H~ A 2 73 - 

因为 7; 不是4的特征向量，故 a 4不全为零. 

( i ) 若 A = A 2 , 则选取 V ，6'，使 

a b 

.^0. 

a 1 y 

令 

7, - arj \ = a % + b %， Vz ， 7 /' + 冰， 

不难验证 l ，7 2 ,7 : i 是 V 的一组基，且 

A^l , A^2 — ^2^2 » A^3 = r j2~^~ ^27^' 

故 4 在这组基下的矩阵为 
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i.o 0 A,J 

(ii ) 若 A # ‘此时如果 /;=()， 则 干是有 

4 [ 叫 ; + (A 2 - - 承 ） 7 、 ] = 义 : 心 7; 十 (4 — 乂 i )%]， 

这说明 A 有 7 ; ， 72 ^ 7i + ^ A 2- A ,)7 i 三个线性无关的特征向量，与 
假设矛盾.故6^0.令 

7 ]\~ r i \ 72 ^ 73 ~ 7^ — 乂 ―了彳' * 

我们有 

^7i — ^\V \' A 72 — = ^72 ， 

aV 3 - y^tt a ^ = ^ + a 2?3 - 3 公 r 切 ; 

/ij 一 A 2 八 2 

U A 2 7 3 . 

故4在？!，？ 2 ，％这组基下的矩阵为 

A , 0 0' 

0 A 2 1 . 

, 0 0 a 2/ 

(2) 如果4仅有一个线性无关的特征向量# ,此时 A 仅有 
一 个三重特征值 I 由命题 4. 1，可以把7;扩充成 V 的一组 基禚， 
‘々“使 

A)/l — ^l 3 ?! 

A "; - f - 入] < ， 

A ”、 = b 7 j \ + 入冰 • 

若 r =0, 则找一组不全为零的数々，/，使况 = 0 .于是 

Mk7f 2 +lr/0=k(arj\ +A i 7 / 2 )+/(^7 ， i+^!7^ 

^Uk+bD^+X, (k^+lTj^^X^k^+lTj 1 ,). 

即 4 有两个线性无关特征向量 7 彳 ，切;+冰，与假设矛盾.故必有 c 
参0.令 


255 




7 产的 ’ i + 冰，％ = #， 

则 

^ 4?3 = 72 _ 1 _ ' 

A^z ^CLC^j\ ~\~ 入 i 々 2- 

因 7 z 不是4的特征向量，故似、#0.令 7 i = ac 7; ，则在基％ ，?2,7 s 下 
的4的矩阵为 

Aj 1 0' 

0 A 1 l .| 

.0 0 A 〗， 

上面命题的证明过程已经指出了基向量 ％，7 2 ,73 的寻求方 
法，我们对此再作一点说明 ：在上 述证明过程的 （2) 中，找出了 A 
的一个线性无关特征向量7;后，还要求出所需要的 l ，％，％， 可采 
用如下办法:先补充 a 2 ， a 3 , 使7! ， a 2 ， a 3 构成 V 的一组基，且设 B = 
A — A ^. 因为在 7 i H 这组基下的矩阵为 

0 1 O' 

0 0 1 , 

0 0 0 

\ / 

故知 B 2 参0.而矿7; =0,故矿〜 与铲化 中必有一个不为零.设 
忍 2 « 2 弇0,于是令 


7 s =a 2f h = Bot2 ， 7l ~ a 2 » 

则 m 组成 y 的一组基，且 b 在这组基下的矩阵为若当形， 
从而4在这组基下的矩阵也是若当形(参看本章习题二的第6,7 
两题). 

从命题的证明可以看出 M 的三种若当形分别对应于4有三 
个、二个 、一 个线性无关特征向量的情况，由此可知若当形是唯一 
的. 

如果给定一个三阶方阵 Z ， 把它看作复数域上某个三维线性 
空间 F 内线性变换4在基下的矩阵，按上述办法找出新 
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基％ ，仏 ， ％，使 4 在新基下的矩阵成若当形.再求两组基之间的过 
渡矩阵 r 

(7”72,73) = ( £ |， £ 2,6) /， 

则 T ' AT 即为/ I 的若当形矩阵. 

- —-V 

若当标准形的一个应用 


矩阵的若当标准形是一个有用的工具，我们现在介绍它对一 
阶线性常系数微分方程组求解问题的应用. ' 

设 : yi (1)， j 2 (* r ) ，…， 3^(/) 是〃个未知函数，满足如下一阶线 
性常微分方程组 


dy \ 

dx 


= a u y ] -' i ra lz y 2 + 


― ^ uy n ^ 


d^2 

dx 


= a 2) v,+^ 22 v 2 H - \-a 2 tl y n . 


( 1 ) 


. Ax 

其中&为复常数.命 


- \~ a nn y n , 


Y 


、 


y\ 


r 1 \ 

y\ 


dy d 

yt 


t 

yz 

争 

• 

• 

■丨， _ 

’ dx dx 

% 

% 

% 

.yn , 


• 

_ 

• 

.yl , 


A 


a \\ a \2 

^21 a Z2 

• • 

• • 

• • 


a 

a- 


方程组 （1) 可以写成 


ay 

dx 


AY. 


( 2 ) 
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根据定理3,存在一个复的可逆矩阵 r ， 使 



r j, 

1 



1 

T、AT = J = 

•人 

， J ,= 

i 

• 

做线性变数替换 

、 



1 

、义 J 


、 、 


> ' 






>2 



Z 二 ! 

• 

• 

♦ 

= T ] 

• 

♦ 

• 



i 

r 1 
L 2 ，/ J 


J 




于是 


Y = TZ, 


dy_ 7 , dz 

dx dx 


代入 (2) 式，得 


, r dZ 
1 d ； 


ATZ, 


则有 

j y 

~ = T l ATZ ^ JZ . (3) 

ax 

这就把方程组 （1) 大大简化了. （3) 式的通解很容易求出.求出 Z 

以后，再从 y = Tz 即可得到原方程组 a ) 的通解. • 

为了帮助读者了解以若当形矩阵 J 为系数矩阵的微分方程 

组 (3) 的求解方法，我们看一个具体例 子:设 《 = 4， 

0 0 0 ' 

0 A 2 1 0 

J= . 

0 0 A 2 1 

, 0 0 0 x 2i 


方程组 (3) 现在是 
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(4) 

(5) 

( 6 ) 
(7) 


从方程 （4) 可立即解出从 （7) 可立即解出再代入 （6) 解出 
々，最 后代入 (5) 求出^•方程 (5), (6)， （7) 对应于若当形矩阵 J 中 
的一个若当块.显然，对任一个若当块都可以用这种办法处理. 

习题四 


1* 设线性空间 V 内的线性变换4在基 q ， e 2 ，…， ，…， 
^下的矩阵为如下若当形 

f J, 0 1 

A — , 

0 J 2 

其中 

' A t 1 •• I 卜 1 . ' 

J\ = 弋 •： 1 ， ， h= ./ 1 . 

, . rXr A 

证明： 

( i ) 若 A , 则 V '= LO !， e …）； 

( ii ) 若 a i ； ^ A 2 ，则 V x = L ( e ,), V x ,~ L ( e z ). 

2. 给定若当块矩阵 " 
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证明 ：（J —々£，= 0. 

3. 给定若当形矩阵 


A 0 


k < 



其特征多项式设为 /( A ) = ( A — A)MA —… U - 人) ' = o .证 明: 

4. 证明哈密顿-凯莱 （ Hamihon - Cayley ) 定理：设义是一个《 
阶方阵， /( A ) 为 .4 的特征多项式，则 / M ) = 0. 

5. 设 J 是若当块矩阵 



证明 J 与相似. 

6. 设 J 是一个若当形矩阵， 证明: J 与 J ' 相似. 

7. 设 Z 是一个 n 阶方阵，证明与，相似. 

8. 求下列矩阵的若当标准形，并求出化 A 为若当形的过渡矩 
阵: T : 




1 

2 

0 、 




3 


0 

( 1 ) 

A = 

0 

2 

0 , 

4 

9 

( 2 ) 

A = 

3 

— 

■1 


1 

—1 

-2 

- 1 , 




-2 


0 



4 

5 

- 2 ' 




’1 — 

1 

2 ' 

(3) 


— 2 

-2 

1 

% 

J 

(4) 

A = 

3 — 

3 

6 



1 

-1 

1 , 




[2 — 

2 

4, 



1 

1 

- 1 、 



l 

1 

1 

’ 一 4 

2 

10 

(5) 

A = 

— 3 

一 3 

3 

• 

f 

(6) 


-4 

3 

7 



、一 2 

-2 

2 , 

1 


i 

.— 3 

1 

7 


8 


-5 J 
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9. 解下列常微分方程组 
fdvi ^ 


dx 


= ^ V |— 


( 1 ) ^ 


dv 2 

djr 


Ay \ 



d v 2 
dx 


dv 3 

dx 


= 2.y i J ry z * 

二 : Vi+ 2v 2 +vs^ 
= 2vi+2^ 2 - 


§5 不变子空间 


研究线性变换的一个重要方法，是把它所作用的空间进行分 
解.在这一节里，我们介绍与此有关的一些基本概念. 

定义设4是线性空间 V 内的一个线性变换.如果 M 是 y 
的一个子空间，且对任意有 A « eM ， 则称 M 为 A 的一个不 
变子空间.这时4可以看作 M 内的一个线性变换，称为 A 在 M 内 
的限制，记作 A U . 

显然，零子空间 {0} 和 V 本身都是4的不变子空间，称它们为 
A 的平凡不变子空间.除此之外的不变子空间称为4的非平凡不 
变子空间.例如，当 A 是 A 的一个特征值时， '^是 4的一个不变子 
空间，且 {0}. 如果4不是数乘变换，则 R 关 V ，此时 W 就是 A 
的一个非平凡不变子空间. 

设 M 是 A 的一个非平凡不变子空间，在 M 内取一组基 

，芑2， •• • , I ， 

扩充成 V 的一组基 


，•“ ，£ r ，£ r + 1，‘•“ f 

按照不变子空间的定义，有 
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Ae , = a u t x + a 2 \^2^ - a rl e r . 

Ah = 12広| + ^22^2 H ~ "’ + “广2芑广， 


Ae r = a Xr ^\ + a 2 r e 2 H - hu rr e r ， 

Ae r +1 —(2| r + i£i +“2 厂十 1 芑 2 十 •*• + a r »■ f i£ r 
f ^2r+ I r-j- 1 ^r - 1 - 1 * * * ") “ n r11 ， 


Ae^a^ei +a 2 n t z + … +<a r „e r 

+ a r+ i n e r+ i + ••• +〜„€„• 

故 A 在基 ， e 2 ，…，下的矩阵有如下分块形式 



这就把线性变换 A 的矩阵简化了.这对我们研究线性变换是有利 
的. 

当我们能找到4的另一个不变子空间 W ，使 

V = M®N 

时，只要取1 +1 ，…，为 W 的一组基，则 A 在 q ， e 2 ，…， I 这组基下 
的矩阵就成准对角形 

A 0 ' 

. 0 A 22 _ 

事实上，我们有更一般的 结果： 

命題 S .1 设4是线性空间 V 内的一个线性变换.在 y 内存 
在一组基 ei ， e 2 ,-, e „， 使 A 在这组基下的矩阵成准对角形的充分 
必要条件是， V 可以分解为 A 的不变子空间 M m A / 2 ，…， M , 的直 
和 

^^从 ㊉ 恥 ㊉ … ㊉ 脱. 

证 （ i ) 必要性.若 A 在基&，&，…， t 下成上述准对角形，则 
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把这组基相应分成 5 段 

^1 1，芑12，…» ，芑21 t ^22 9 …， G 〜，… ，（1 ，（2， … ，芑 ' ， 

其中叹(/ = 1，2, …， 5) 为 A 的阶，这时应有 

(Ae, { ,Ae iz ,… ， Ae ,〜） = (e t[ ， e , 2 ， … ， e m; )A. 

令 = ， e ,2, …， e , n ,) ，则抓为 4 的不变子空间，且 

dimM, =rz, » = V. 

1 

而 


dim ^ M, = dimV 7 —n— ^n ； = ， 

/— 1 i— 1 i = l 

根据第四章定理3,有 

7 =恥 ㊉ 从 ㊉ … ㊉ M ,. 

(ii) 充分性.设 

㊉…㊉ M s . 

在每个 M , 中取一组基，合并后即成 V 的一组基(见第四章习题第 
9题 ) Cl , e 2 ，…， 在这组基下的矩阵即为准对角矩阵 . | 

如果 A 在某一组基 ei ， e 2 ，，"， e „ 下的矩阵成若当形，那么， V 
就被相应地分解成4的不变子空间的直和 

F = Mi©M 2 ㊉…㊉ M,. 

而4限制在每个 M , 内，其矩阵在的适当的一组基(可由 A 士， 
… A 分段得出）下的矩阵是若当块. 

最后，我们介绍商空间上的诱导变换的概念.设 V 是数域尺 
上的 n 维线性空间， A 是 V 内的一个线性变换， M 是 A 的一个不 
变子空间.考察商空间 V / M ， 它的元素是 V 内模 M 的一个同余类 
a + M . 我们在 V / M 内定义一个变换 Z 如下： 

A(a+M)=Aa+M. (1) 

这样定义变换 Z 并不会由于 a + M 的代表选取不同而得到不 
同的 结果. 因为 ••若 ，即托 M ) ，那么，有 

Ao/ ~ Aa~{~ A6. 
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由于 M 是 A 的不变子空间，故 M •从而 AVe 如 ( mo dM ) ，于 
是 Aa f ~ hA /= Aa + M . 这表示 

A ( a r + M )= A ( a ^- M ). 

因此， （1) 式所给出的定义在逻辑上是没有矛盾的. 

我们现在证明2是 V / M 内的一个线性 变换： 

( i ) A [( a + M ) + (^+ M )] = A [( a +/?)+ M ] 

= A («+^)+ M -( Aa + A/?)+M 
=( 如十 M) + (A 奸 M) 

= AO + M ) 十 3(/9 十 A /); 

( ii ) Alk ( a + M)~}=-Alka + M ^\= A ( ka)+M 

= kAa ^- M = k ( Aa ^ rM )=^ kA(a + M ). 

定义 由 （1) 式所定义的 V / M 内的线性变换5称为4在商 
空间 V / M 内的诱导 变换. 

现在在 M 内取一组基 A ，…， I ，扩充成 V 的一组基 


q ，… , e r , e r+1 ,•••，£„ 
设 


“r+I r + A^"+l t .•’ I r-\-k^n I 曰 r 十 k 

(々 = 1，2 , …， /z — r )， 

其中 & + k eM . 在第四章 § 4 中已指出 

> £ r + i ~\~Mj e r + z J rM , •••, £„+ A / 

组成 V / M 的一组基.为简便计，令有 

Ae r+k ^A(€： r+k +M) = (a r+} r + * e r+1 H - \-a nr +ke„)+M 

^7■+ 1 r+k^r+ 1 "4~~ • • • t <2„ 

这表明3在基 e r +1 ， e r+2 ，…，&下的矩阵为 


a r+\ r +1 

A = ： 

. a nr+l 


a r+l rt 


n ) 


注意 4 在 a ， e 2 ，…， ^ 这组基下的矩阵具有如下分块形式 
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0 

4 的特征多项式为 

f(X)=\XE~A\^\XE-AA - |A£-Z|, 

故 3 的特征多项式为 4 的特征多项式的因子.从而 3 的 
特征值为4的特征值的一部分. 

习题五 

1. 设 A 是线性空间 V 内的一个线性变换， M ，7 V 是4的两个 
不变子空间.证明 : M + N 与 MIH W 都是4的不变子空间. 

2. 设 A 是 n 维线性空间 F 内的一个线性变换，在 V 的一组 
基下其矩阵成若当块 

f A 0 1 . ] 

争 

J 二 Ao •• 1 ， 

參 

. 义 0 - 

证 明：当 n > l 时，对 A 的任一非平凡不变子空间 M ， 都不存在4 
的不变子空间 W ， 使 

V ^ M ® N . 

3. 设 V 是实数域上的二维线性空间.线性变换 A 在基 ei ， e 2 
下的矩阵为 

cos^ — sin^\ 

〜 M —coj ( 料 ')， 

证明4没有非平凡不变子空间. 

*4 .设 V 是数域 K 上的二维线性空间， F 为 V 内在基 £ l , e 2 
下有矩阵 

0 a\ 

ue 尺） 

1 — ci 0 / 

的线性变换所成的集合，证明 F 中的线性变换没有公共非平凡不 
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变子空间. 

* 5.设V是实数域上的一个〃维线性空间， A 是V 内的-个 
线性变换.证明4必有一个一维或二维的不变子空间. . 

6. 设4，衫是《维线性空间V内两个线性变换，且仙=似.乂 
是 A 的一个特征值， R 是属于特征值 A 的特征子空间.证明 R 是 
B 的不变子空间. 

*7. 设4是 n 维线性空间V内的一个线性变换，且在V内存 
在一组基，使4在此组基下的矩阵成对角形.设 M 是4的一个不 
变子空间，证明 M 内存在一组基，使 A U 在该组基下的矩阵成对 
角形. 

*8. 设 V 是数域尺上的〃维线性空间是 V内两个线性 
变换，且 = 如果 A . B 的矩阵都可对角化，证明V内存在一 
组基，使 A , B 在该组基下的矩阵同时成对角形. 
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第六章双线性函数与二次型 


在第五章中所研究的线性变换，是数域上一个线性空间 V 到 
自身的一个满足线性条件的映射.在这一章中，我们将要来研究 V 
到数域 K 的一个映射 /. 它可以看作以 V 为定义域，而以 K 的一 
个子集作为值域的一个函数.我们将首先研究最简单的满足线性 
条件的函数，在这个基础上，再进而讨论稍复杂一点的函数，即二 
次齐次函数——二次型. 


§ 1双线性函数 

线性函数的概念 

定义 设 V 是数域尺上的一个线性空间.如果对 V 中任一 
向量 a ， 都按某一法则/对应于数域 K 内唯一确定的一个数，记作 
/ U )， 而 且有： 

( i ) 对任意《有 /(«+/?)=/(«) + /(/?); 

( ii ) 对任意 々6尺， 有 /( to )=々/( a )， 

则称 / U ) 为 V 上的一 个线性函数. 

定义中的条件 ( i )，（ iD 与下面的条件 等价： 

( iii ) 对任意 々，/€尺，《，/^7，有 

这个定义与数学分析中函数的定义类似.只是现在“自变量” 
是 V 中的向量，不是实数.但我们可以把它理解为以向量作“自变 
量”的函数. 

这个定义和上一章中线性变換的定义也有某些类似之处.它 


267 




们的不同点是，线性变换 a 作用在上后，乃是 v 中的向 
量，而线性函数/作用在《上后， /u) 是数域尺中的数，不是 y 中 
的向量. 

现设 v 是〃维线性空间，在 v 内取定--组基 

氐1 ， g ，••_，£«， 

任一向量可表为 

a = jri£ ： i+ jc 2 £ 2 + … +U n (x, ，/.二 1 ， 2 ， … ， n). 

对于 F 上任一线性函数 /(«) ，显然有 

/(a) =x ! /(£ 1 )+x 2 /(£ 2 ) H - hx,,/(£„). 

只要知道了 /(eJ，/(e 2 ) ，…， /UJ， 那么 /U) 就被完全确定了.因 
此，对于V上的线性函数，我们有类似于线性变换的两条 结论： 

(1) V 上任一线性函数 /(«) 由它在一组基下的函数值 
/(4)，/(£ 2 )，…， /(ej 唯一确定.换句话说，如果 /(a)，g(a) 是V 
上两个线性函数，且 /O,) =发(£,)0' = 1，2,…，? 2) ，则 f ( a )= g ( a ) ； 

(2) 任给尺 内〃个数〜，七，…，，在V上存在唯一的一个 
线性函数 /(a)， 使 

f ( e ,)= a , (/. = 1，2，•••，”）• 

这两条结论的证明方法与线性变换的相应命题证法一样，留 
给读者作为练习. 

对一个线性函数 /( a )， 如果设 

/(e 1 )=a 1 , f(e 2 )^a 2 j … ， f{e n )^a n ； 
a ^ x x e x +x 2 e 2 H - \~ x n e n . 

则线性函数 /( a ) 可以表成如下 形式： 

f O) 二工!〜 +x 2 a 2 -| - \- x n a n 

o. x ' 
a 2 

=( x l X t ••• X n ).. 


列矩阵 
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a 2 

♦ 

称为线性函数 /( a ) 在基 A ， e 2 , …， 下的矩阵,显然，取定 V 内一 
组基1，£ 2 ，… A 后，我们可以在 V 上全体线性函数所组成的集合 
和 K 上全体1矩阵所成的集合之间建立起——对应的关系. 
这与线性变换和它的矩阵之间的关系类似. 

'对偶空间 

设 V 是数域 K 上的一个线性空间， V * 是 V 上全体线性函数 
所组成的集合.在内定义加法与数乘运算 如下： 

(1) 加法.对任意定义 V 到 K 的一个映射（即 F 
上的一个函数) 如下： 

(/+ 贫 ） （ ff ) =/(a) +g(a). 

容易验证 f + g 也是 V 上的一个线性函数，称为/与 g 的和； 

(2) 数乘.对任意々6尺, /6 F 、 定义7到尺的一个映射如 
下： 

( kf )( a )= kf ( a ). 

容易验证，々/也是 V 上的一个线性函数，称它为々与/的数乘. 

通过直接验证可知上面定义的加法与数乘运算满足线性空间 
的八条公理，所以 V "关于上述加法与数乘运算组成数域 K 上的 
一个线性空间，这个空间称为 V 的对 偶空间 或共轭 空间. ' 
现在设 V 是 n 维线性空间，在 V 内取定一组基 

£!，£”•••，£”• 

我们定义 V 上〃个线性函数 如下： 

/,(£；) —Sij (/' = 1，2,…， n ; j = l ，2, …， 72) (1) 

(只要给定/,在 q ， e 2 ，…， c 处的值，/;就被唯一确定了）.现在我 
们证明这 n 个线性函数 


269 




/】（ a )，/ 2 0) ，…， /„( a ) 


组成的一组 基. 

1. / m / 2 ，… ，人线 性无关.设 

k\f \ («) + 々 2. 乂 2 (a) + … ~\~k n j n {a)^0 ^ 

上式表示以 V 中任一《代入等式均成立.现以代入，由 （1) 
式可知有 

kj = kjfj(ej) = 0 (卢 1 ， 2,… ， w). 

这就证明了，，/ 2 ，… ，人是线性无关的. 

2. 再证任一均可被，，乃，… ，人线 性表示•设 

/(£】 ） 二 a ” / 0 2 ) =“ 2 ，…， f(^ n )=a„. 

考察 


7(a) =a i f 1 (a)+a 2 f2M-\ - Va n f n {a). 


因为 f 是一线性空间，•内的向量，，兑，…，人的线性组合？ 
再由 （1) 式，有 

7 =〜 = /(£;) (j=l ， 2 ，•••，”）. 


J ( a ) H /( a ) ，故 
f(a) 

定义在 V 内取定一组基 e | ， e 2 ，…，则由 （1) 式所定义的 
/\，/ 2 ，…， A 构成^的一组基，称这组基为 V 内^,£ 2 , ••*,£„ 这组 
基的对 偶基. 

从上面的分析可知， V * 也是数域尺上的〃维线性空间.因为 
dixhV ^= diniV ， 所以 V 〗和 V 是同构的线性空间 • 

双线性函数 

定义设 V 是数域 K 上的线性空间.如果 V 中任意一对有 
序向量(《， ⑺都 按照某一法则/对应于 K 内唯一确定的一个数， 
记作 / U 4)， 且 

G ) 对任意 尺，，有 

270 



f(k ] a l +k 2 a 2 ^)=k l f(a^j 9 )-\-k 2 f(o! 2 ,j 3 )； 

( i ) 对任意 ，於 ev ， 有 

/( a ,/ 1 ^ 1 +/ 2 /? 2 )=/ i /(«,/ 3 ! )+/ 2 /( a ,^ 2 ) - 
则称 /(« J ) 是 V 上的一个双线性函数. 

根据这个定义可知 ：如令 々保持不动，则/(«，#)是《的线性 
函数； 同样，如令 a 保持不动，则 / U ， W 是/?的线性函数 .+ 这就是 
称它为双线性函数的原因.双线性函数可以看作是以 V 内向量为 
自变量的二元线性函数. 

现设 V 是〃维线性空间.在 V 内取定一组基 

，氐2，… 

又设 « — jr 1 ei + x 2 ^ 2 H - hn ; 

^^yi^i+y2^2-\ - 

那么，按定义，有 

/ J 1 » 

/<>，/?)=/ 2 

\ ? — 1 y— 1 / 

n n \ 

/— 1 \ j=^\ I 

n n 

= >.: 〉 ^i x ty jf ^ £ > 

/=i j=i 

由此可见， /(«，/?) 由它在一组基处的函数值唯一确定.显然，现在 
有类似于线性变换的两条 结论： 

( 1 ) V 上一个双线性函数 /( a ,^) 由它在一组基处的函数值 
/( e ,， e ,)(/，7 = l ， 2 , …， 72 ) 唯一确定.换句话说，如果有一个双线性 
函数 g *( a ，/?) 满足 〆 £,，£』）=/(£,，~)，则 gia，P、if(ot，P、' 

( 2 ) 任给一个 w 阶方阵 
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( a tj eK ), 


必存在 F 上唯一的一个双线性函数 / u w ?) ，使 

f(e lf £j)^a,j (“尸 1 ， 2 ,…， 《). 

这两条结论的证明与线性变换的对应结论的证明类似，留给 
读者作为练习. 

. 我们称 

/(£i ,£i) /(£m£ 2 ) … /(£i »£,)' 

/(£ 2 ^ i ) /( e 2 ， e 2 ) … /( e 2 ，ej 

A = 

♦ 嫵 • 

• « • 

/(、，£]) /(£„， e 2 ) … f ( e n 9 e n ) ^ 

为双线性函数 /( a ，/?) 在基 £] ，£ 2 ，…，下的矩阵.这样， V 上每个 
双线性函数对应于 数域尺 上的一个〃阶方阵.根据 （1) 与（2)，这 
个对应是 V 上全体双线性函数所成的集合和 M „( iO 之间的一个 
一一对应 • 

设 /( e , ，£,)=〜，于是/(>，#)在基…， e „ 下的矩阵 A = 
( a ,,). 利用矩阵乘法，双线性函数 / UJ ) 可表作 

n rt n n 

/<>，/?) = = 22 
，=i 尸 i (=i 尸 i 

^2 

==(xi x 2 … x n )A •. 

- 1, 

如令 



则 

/ u ,^)= xMy . 

反过来，如果一个双线性函数被表示成上述矩阵乘积的形式，那 
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么，只要计算一下 / U T ， e ,) 就可以知道 A 就是 /( a ， 幻在基 ei ， e2 , 
…，下的矩阵. 


双线性函数在不同碁下的矩阵 

我们已经知道，一个线性变换在不同的两组基下的矩阵是相 
似的.我们现在来 指出： 一个双线性函数在不同的两组基下的矩阵 
也有与此相类似的关系. - 

设 ❼为 V 内一个双线性函数.在 V 内取定两组基 

e ” e 2 ，…，; 


f(e l ,e } )=a iJ j j (7, ， 7;) （?. ， j = 1 ， 2 ， … ， n). 

记 A 二（叫 ）， S =( 心），则分别是/(«，/?)在这两组基下的矩 
阵.令 

a = x x E l -\ r x 2 t 2 ^ - \-x n E n ={£ l ， £”••• ， e„)x ， 

+3^2-1 - h ： y”e„= (q ， e 2 ， … ,e n )Y. 

'^^ iVi +^ 2 Vz -\ - 

—十: y n ? n = (7 i ，？ 2 ,…， 

又设两组基之间的过渡矩阵为 r 

(7i ，〜， … ， 7«) = (U 2 , … »e„)T. 

于是有坐标变换公式 

X = TX ； Y = TY . 

将上面的式子代入 / U ，/?) 的矩阵表达式中，有 

f { a ^)= X ' AY^(,TXy AiTY ) 

上式表示 / u ， 妁在基 7] ，％，•••，％下的矩阵为 T ^ r (参看上一段 
最后的说明），但已知它在这组基下有矩阵石，且双线性函数在一 
组基下的矩阵是唯一的，故有 

B = TA 1\ 
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这就是同一个双线性函数 / U ，/5) 在两组不同的基下的矩阵之间 
的关系. 

定义给定数域尺上两个 n 阶方阵 A ， B . 如果存在尺上一 
个可逆的《阶方阵 7 M 吏则称 S 与 A 合同. 

因此，同一个双线性函数在不同基下的矩阵是合同的.反过 
来，两个互相合同的矩阵可以看作是某一个双线性函数在两组不 
同基下的矩阵，其证明方法与线性变换的相应命题（第五章命题 
2. 3) 相同，请读者自己证明. 

方阵间的合同关系是矩阵之间的又--重要关系.它与矩阵的 
相似关系不同，但形式上类似.显然，矩阵之间的合同关系也具有 
如下几条基本性质 

(1) 反 身性 ： A = E f AE ； 

(2) 对 称性； 若3 = 则/ 

(3) 传 递性： 若乂，则 

A=T\BT,=T\a\cr z ri\ = a\T x yc(r 2 i\). 

因此，矩阵的合同是一个等价关系.在此等价关系下的等价类称作 
合同类.我们自然也会想从每个合同类中挑选出一个最简单的矩 
阵(最好是对角矩阵)来作为该合同类的代表.使用双线性函数的 
语言，就是对每一个双线性函数/(«，/?)，要设法在 v 内找出一组 
基，使 / U ，/?) 在这组基下的矩阵具有最简单的形式. 

在本书中，我们仅限于对一类最常用的双线性函数来讨论这 
个问题.这就是下面所要讲的对称双线性函数. 


对称双线性函数 

定义设 v 是数域尺上的线性空间， / uj ) 是 y 上的一个 
■双线性函数.如果对任意 [有 /(«，々）= /(/?，《)，则称 
/(«，/?)是一个对称双线性函数. 

显然，有限维线性空间 v 内的对称双线性函数在一组基下的 
矩阵一定具有它们自己的特点.在阐述这一特点之前，首先给出如 
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下的概念. 

定义设 A = ( a 。) 是数域尺上的一个《阶方阵.如果，= 
儿即 

a , 产 a ]t (/.，y = 1，2，•••，《)， 

则称 Z 是一对对称方阵.如果，=一乂 ， EP 

a i} = — a }i (/ ， j = 1，2，… ， n ) 

(由此即知 <2, 7 = 0，/=1，2，〜，《)，则称/1是一个反对称方阵. 

不难看出，对称双线性函数在任一组基6 1 ，£ 2 ，…， G 下的矩阵 
(/( e ,， e ;)) 都是对称矩阵（因为 /(£,,£,)=/(£,,£,-)). 反之，任给一 
个对称矩阵乂 =(心 ）（ 其中 a , v = 〜），定义 V 内一个双线性函数 
/(«，/?)，使满足 

/( e ,， e )) =«3" ( z. ， y — 1,2, ••- ， w ). 

因为 /(£,，〜) = 〜 =“,，= /(€；，£,)，故对任意有 

n n n n 

/( a ， 夕） = 22 a ，,.％ = = /( 夕， a ). 

i=] l 1 /=] 

即 /( a ，/?) 是 V 上一个对称双线性函数，它在基 &，•••，& 下的 
矩阵即为 A 因此，给定了 V 内一组基之后，就在 V 上全体对称双 
线性函数所成的集合和 K 上全体 n 阶对称方阵所成的集合之间 

建立了-对应的关系. 

下面是关于对称双线性函数的基本定理. 

定理1设 V 是数域上的 n 维线性空间,/(«，/?)是7上的 
一个对称双线性函数，则在 V 内存在一组基，使 /(«#) 在这组基 
下的矩阵成对角形 •. 

证对 V 的维数〃作数学归纳法. 

n=l 时定理是显然的.设对 n — 1 维线性空间定理成立，证明 
对 n 维线性空间定理也成立. 

首先，若 /( a ， W =0, 定理自然成立.如果不是这种情况，则不 
能对一切都有 /( a ， a ) = 0. 因为如果这样，则对任意的 a ，/? 
6[有 
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0 = /0+，《+/?) =/(a，a)+ 2/(a，")+/(/?， 存） 

= 2/( a ，/3) ， 

即对一切〃，/?有 /(a，/?) = 0, 与假设矛盾. 

于是，可在 V 内取定£,，使/(£,，$)=&关 0. 把 q 扩充成V的 
一组基 

9 ^2，’ • •，^ n • 


vn ， 

令 %；^ /(£ ^ £f) € ,+ £f . (，= 2,3,…，”). 

显然， 7i ，7[， …， 是V的一组基，且 

/(7i ， 7; ) = 0 (z= ; 2,3,*** ,n). 

命 M=L (‘ …， 7:). 这是一个 n — 1维线性空间， /U，/?) 可以看作 
M 内的对称双线性函数.按归纳假设，在 M 内存在一组&，•••，％， 
使/(«，/?)在这组基下的矩阵成对角形 • 即有 

/(7,心 G，j = 2,3, …，； 2). 

因为 U2, …，7«与7;，#，…，?〔等价，故它也是V的一组基，且 

f(yiJ 7 Jj)=d i S {y (“）= 1 ， 2,… ， n). 

于是 /U，W 在这组基下的矩阵成对角形 . _ 

推论 设 Z 是数域尺上的一个〃阶对称方阵，则存在尺上 
的一个可逆矩阵: T， 使 TAT ^ D 为对角形. 

证 把 A 看作尺上〃维线性空间 V 内对称双线性函数 
/(«，/5)在基&，£ 2 ，…， g 下的矩阵.由定理1，在 F 内存在一组基 
I，7 2 ,…，^使/(«，#)在这组基下的矩阵成对角形设 

(7i ，72，*”，7”）= (A， e 2，". 

MT r AT = D . I 

最后，我们介绍双线性函数的秩的概念.我们已经知道，同一 
个双线性函数在不同基下的矩阵是互相合同的，而互相合同的矩 
阵秩相同（这是因为:根据第二章命题2,3,一个矩阵左乘或右乘 
一 个满秩方阵后，其秩不变）.因此，可以有如下的 定义： 
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定义 设 /(〜#) 是〃维线性空间 V 内的一个双线性函数，它 
在某一组基下的矩阵 A 的秩称为 / U ，#) 的秩.如果 A 是满 
秩的，即 KA )= 〜则称 /( a ，/?) 是满 秩双线性函数 (或称非 退化双 

线性函数). 

习题一 

L 设 K 是数域/：上的维线性空间， ei ， e 2 ，”*, G 是7的一 
组基，〜,〜，•••，〜为 K 内的^个数.证 明：在 V 上存在唯一的一 
个线性函数/(«)，满足 

/(e,) =a, G. = 1 ， 2 ， … ， 72). 

2. 设 /( W 是线性空间1/内的一个线性函数. 证明： 

/( 0 ) = 0 , 

3. 在实数域上线性空间 C [ u ，6] 上定义函数 /(/) 如 下：对 

/(/)= fix ) Ax . 

J a 

证明 : K /) 是 C [ a ，幻上的一个线性 函数. 

4- 在线性空间 M „ (尺)上定义函数 如下： 

f(A)^Tx(A). 

证明 : /( A ) 是 M „( ZO 上的一个线性函数. 

5. 在三维几何空间中全体向量组成的实数域上线性空间上 
定义二元函数 如下： 

f (a ^ b) =a • b. 

证明这是一个双线性函数. 

6. 在实数域上线性空间 C [ a ，6] 上定义二元函数如 下：对 

fix ) ，芨 O ) 6 C [(2, 厶]，令 

7(/， 畧） = f { x ) g { x ) Ax . 

J a 

证明这是一个双线性函数. 
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7. 在中定义函数如 下:若 

a== ！ ， a 2 ，…，“ „) ， /?= (b, ， b 2 ，… ，/?„)， 

则令 

f(a^) —a\b x +“ 2 /? 2 +… +a„b ri . 

证明这是一个双线性函数. 

8. 在中定义函数如 下:若 

泛= ( x x , X 2 tX 3 , X 4 ) , /?= (^1 ^2，: y 3，： y 4) ， 

则令 

/U ， A) = 3jr! ： y2 —5 ： r 2 力十 u 4 — 4jr 4> y 3 . 

(1) 证明 / UJ ) 是一个双线性函数. 

(2) 在 K 4 中给定一组基 

€i = (1，2，一1，0)， e 2 =( l ，一 1,1，1)， 
£ 3 =( — 1，2,1，1)， e 4 =(- l ，一 l ，0， l )， 
求/(«，/?)在这组基下的矩阵. 

(3) 在尺 4 内另给一■组基 7 i ，?2，?3，?4，且 

(71，72,73,74) = (忘1，€2，忘3山）了， 

其中 


T = 




1 -1 
1一1 1 -1 
1 一1 一1 1 


求 /(〜/?) 在基 I ，72,73,7 4 下的矩阵. 

9. 在(尺）内定义函数 如下： 

f(A,B)=Tr(AB). 

(1) 证明 /( Z 4) 是一个对称双线性函数. 

(2) 令《 = 2，在从 2 (尺）内取一组基 

II 0\ 10 11 
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^21 


0 0 
1 Ol 


0 

10 


0] 

II 


求 /M， 扪 在这组基下的矩阵. 
(3) 在" 2 (尺）内另取一组基 

/ 1 0 
( 0 II 


Vi 


V 2 


0 \ 


\0 




or / 0 n 

73= i ，74= ’ 

U o /. l—i o / 

求岀两组基之间的过渡矩阵 7’ 

(7 l ，？2，73，？4) = ( e ll ， e i 2 ，芑22)7 • 

再求 /( 儿石)在基 Vim 下的矩阵. 

(4) 在在情况下求 / M，S) 的秩. 

10. 设 v 是数域 k 上的《维线性空间， /U，/?) 是 v 上的一个 
双线性函数 * 证明： /(«，#)满秩的充分必要条件 是：当 对一切 pe 
V有/(«，#) = 0时，必定有 a = 0. 

11. 证明第9题中的双线性函数/(儿方)是满秩的. 

12. 在.％ 4 中定义函数如下:若 

( x } ，: r 2 ，: r 3 ， x 4 )， ，如知％)， 

则令 

/( a ,/9)= Xi ^ ] +^23 , 2+^33 , 3 — 

(1) 证明 /(a, 卢)是对称双线性函数； 

(2) 求 /(os/3) 在基 

( 1 , 0 , 0 , 0 ) , e 2 = ( 0 , 1 , 0 , 0 )» 


e 3 — (0,0,1,0) , e 4 = (0,0,0 ， 1) 

下的 矩阵； 

(3) 求 / U， 幻在基 

7 i ~ (2 ? 1»—1，1)， 


下的矩阵; 
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(4) 证明 /(«，#) 是满 秩的； 

(5) 求一个向量 使 /( a ， a ) = 0. 

13. 在 K 4 内给定双线性函数/(«，幻如下，试判断哪些是对 
称的，哪些是满秩的.设 

a= (1】 ， jt 2 ，x'”_r 4 ) ，(% ， y 2 ，jy：3 ，）4). 

( 1 ) f ict ^ P) = x x y z — x x y ? ,-\~2x ] y A — x->y x + x 2 y^~ x 2 y x 

一 2^3^.! — 2X4^1 — ^4^2 + 2X 4 ^3 ； 

(2) /(a，/?) =x ] y l + 2x 1 y 2 + 2x 2 y l +Ajr 2 y 2 — J ： ^y3 

(3) f (a ， P) = —+^3^1 +^'3^4 —工4%; 

(4) + 

14. 证明： 


、 、 
a 2 

• 

• 

• 

与 

A ' 

舞 

• 



• 

A , 

、 n 夕 


合同，其中 Zl ，/ 2 ，…次 是 1，2, …， 《 的一个排列. 

15. 设 A 是一个 w 阶方阵，证 明： 

(1) A 反对称当且仅当对任一//维列向量 X ，有 

X ^ X - O ； 

(2) 若4对称，且对任一 n 维列向量 X 有 XMX =0, 那么 Z 

= 0 . 


§2二次型和它的标准形 


在这一节里，我们将把§ 1中所得的结果应用到 n 个变量的 



要的应用.我们首先介绍与此有关的一些基本概念. 
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二次型的基本概念 


设 V 是数域尺上的 n 维线性空间， / U ， A ) 是 V 内一个对称 
双线性函数.定义 V 内一个新函数 Q /( a ) 二/(〜《)，称为1/内一 
个二次型函数. 

因为/(«，/?)=/(#, a )， 所以 

/( a +/3， a +") = /( a ,«) +2/( a ，/?)+/("，/?)， 

由此得二次型函数与对称双线性函数的如下基本 关系： 

如果 V 内另有对称双线性函数 gU ，/5) ，其对应的二次型函数 
Q ^ gO ^ Q / O ) ，则由上述基本关系式立即推出 f ( a 9 ^)= g ( a ,^). 
所以一个对称双线性函数由它对应的二次型函数唯一决定. 

在 V 内取定一组基£ 1 ，£ 2 ，“*，£„，又设 

a^jo^ +x 2 e 2 H - (e, … ， e„)X ， 

那么，按上一节的结果，我们有 

n n 

Qficc) =f(a,a)=X ( AX= '^ d a ij x i x j ， 

,=i 尸 l 

这里 4=( 〜 ）=(/ U … ）） 是对称双线性函数 /(〜/?) 在基 e It e 2 , 
…， e n 下的矩阵，它是数域 K 上一个 n 阶对称矩阵.如果把^，: r 2 , 
…， A 看作〃个自变量，那么 Q /( a ) 的上述表达式就是数学分析中 
研究的 n 元函数的一个特例.当然，数学分析中自变量的定义域是 
实数域淡，而这里自变量: r , G •二1，2,… ，幻的 定义域是一般的数域 
K ， 这一点是不同的. 

定义以数域尺的元素作系数的^个变量 A ， x 2 ，…，的二 
次齐次函数 

n n 

f = 22 a ^ x > ( a 。 = ⑴ 

i-i 尸 i 

称为数域 k 上的一个二次型，其系数所成的矩阵 
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称为此二次型的矩阵 . A 的秩 r ( Z ) 称为此二次型的秩 • 
令 


二次型 (1) 可以表成矩阵乘积的形状 

f^X'AX, 

这已经在上面 Q /(«) 的表达式中指明了. 

所以，数域 K 上一个二次型/就是 V 内一个二次型函数 
Q /(«) 在基 h ， e 2 ，…， 下的解析表达式.这样，上一节关于对称双 
线性函数所得的结果可以直接用到二次型/上来 • 

二次型在数学各领域以至自然科学、工程技术中都有广泛的 
应用.例如，在理论力学中讨论质点系的动能、位能时，就需要二次 
型的概念.本节的任务，是要从代数的观点来阐述二次型的基本理 
论. 

在实际工作中碰到的二次型，其表达式中与 X〆 , 两项可 
能是合并在一起的，为了用上一节所得到的结果，我们必须把/ 

与1/内对应的二次型函数 Q / U ) 或对应的对称双线性函数 
/<>，/?)联系起来，这样就应当把该项系数平分为二，得出两项 
a “ XiXj 及 <2 〆〆 ,.，且 aji = aij . 然后再写出此二次型的矩阵(〜). 

例 1给定二次型 

f=x\ — 3XiX 3 ~^2^3 + 4^3* 

为了写出它的矩阵，我们把它写成 / I 
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f= x\ —X X X 2 + 7X1X3 


x 2 sc\+0 • x\ ——x 2 x 3 


3 


工 3 工 1 — ^x 3 J' 2 + 4 xi 


那么， / 的矩阵就是 


A 




0 一 4 


_ J _ 

~J 


4 


这是一个对称矩阵.此时/可表作 


(Xl Xi X3 ) 




一 1 


0 




一 T 


4 


工1 
工2 


^3 


例2给定二次型 

f^XiXz^rXzJC^. 

按上述办法写出它的矩阵为 


0 0 — 0 


A 


0 0 0 J 

4 0 0 0 


0 




0 0 


于是/可表作 /= X ' AX . 


X f AX. 


如果给定数域 K 上一个〃阶对称矩阵 A=( 心），那么，反过 
来以〜为系数即得一个二次型.我们来证明 ：不同 的对称矩阵对 
应于不同的二次型函数. 

命题 2.1 给定 数域尺 上两个二次型 



X' AX = (a 




g = X'BX = ibf b }l ). 

- =1 )=\ 

如果(即 /， g 作为变元 a ，•••，； 的函数恒等），则乂二召. 

证 设V内对称双线性函数 

的矩阵分别为 /U， 则二次型函数 Q/(a)，Q/«) 在此组基下的解 
析表达式分别为二次型/，心故由 f 三 g 推知 Qj<a)^Q g (a) ，这又 
推出/(«，/?)^^(〜0)，于是/1 =万.| 

现在我们有四个基本概 念:对 称双线性函数，二次型函数，二 
次型， K 上 n 阶对称矩阵.它们在本质上是一 样的. 我 ft 可以用下 
面的图式把它们之间的关系表达 出来： 

就是说，给定V内对称双线性函数 /(A 的，令即得二次型函 
数 Q/(«)， 在V内取基 q ，…，^，得仏(《)的解析表达式 X'AX， 它 
就是二次型/，/的系数组成尺上对称矩阵 d , 而/在 基 ^，… A 
下又唯一决定V内一对称双线性函数 /(«,/?). 

在7内另取一组基 ，V2, …， 7 fn， 设 

(7”72 ， ". ， 7«) = ( e ” e 2，.“，d 

于是了 = (~)为两组基间的过渡矩阵.又设 

a =y\ r h~^yz 7 h^ - ] rynin= (Vi ，？ 2 ,… ， 7 «) y ， 

那么，我们有熟知的坐标变换公式 X = 7T， 现在二次型函数 A ⑻ 

在基 7i ，72，…，下的表达式是 

Q f (a)=^X , AX= (TYY A(TY) -==Y l (V AT)Y , 

这里 r at 为 /(«，/?) 在基 u 2 ，…，％下的矩阵. 
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换用数学分析的语言，我们给出如下 定义： 
定义考察如下的 n 个变量的线性变数替换 

公 1 = ^11^1 +匕2夕2 +…+ ,1«知 
^2 = h\y^ + ’22)2 + …+ hnyn f 


i^n = tn\yi + ,«2)2 + … + 

如果其系数矩阵 


艺 11 ^12 … ,ln 

,21 ^22 ”• t 2n 

m $ • 

• • 畚 

• • _ 

^ n \ ’”2 •“ t nn 


( t ^ eK ) 


可逆，则 （2) 式称为可逆线性变数替换. 

令 


工1 


X= 


义2 


l^n J 

则 （2) 式可表示成矩阵形式 




Y = 


y 2 


l^n J 


X = TY. 

设夂广 \ 则有具体写出就是 

: yi = s u x x + s xz x z + ••- + s ln x n , 
Jl = 4 - s 2Z x 2 + ••- 4 - S Zn X n , 


y n = + s nZ x 2 4 - ••- 4 - s nn x 


(2) 


(3) 


(3) 式称为 (2) 式的逆变换. 

如果对二次型 (1) 做上述可逆线性变数替换，我们有 

X=TY 

f=X ， AX = —(Ty) / ^(7T)=Y , (VAT)Y = g . 


285 






变换后得出 K 上另一个二次型 g (这时 它的自变量用字母％，力， 
…，> 表示.从数学分析的观点看，函数中的自变量使用什么字母 
是无关紧要的）恰为 Q / U ) 在新基，…4下的解 析表达 
式.笑的矩阵 7 M 7' 为 /(«,/?) 在基 H ， …， 下的矩阵，与原矩 
阵 Z 合同.我们又有如下基本 事实： 

命题 2. 2给定 K 上两个二次型 

n n 

f ^ = a }i ) , 

i =1 j— l 

n n 

g = 2 ^Yj b ^y>yj ^ b). 

i=l >= l 

它们的矩阵分别为乂 =(%) ，石 =( 心).则存在尺上可逆线性变数 
替换 X = 7 Y ， 使/变成 g 的充分必要条件是 石与 A 合同： 

B = TA1\ 

证若 / 经变换 X = 7 T 化为。即 

X = TY 

f=X'AX r (TAT)Y=g = Y , BY, 

那么，按命题 2. 1，有 

B=TAT. 

反之，若 B = 7 M ： T 且|门#0,作变数替换 X = 7 Y , 有 

X=TY 

f=X'AX - =Y f (T 1 AT)Y=r BY=g. | 

给定数域尺上两个二次型/，#，若 / 可经可逆线性变数替换 
化为# ，则称/与貧等价，记作 /〜☆ 命题 2. 2说明，/与 g 等价 
的充分必要条件是它们的矩阵合同.合同关系是数域 /C 上 n 阶对 
称矩阵集合中的一个等价关系（与对称矩阵/ I 合同的矩阵 B 仍为 
对称矩阵则杈 = ( TMr )’=： TM’r = 7 i '^4 r = i ?). 因 

此，二次型的合同关系也是数 域尺上 全体二次型所成的集合内的 
一个等价关系，于是二次型按此关系划分为互不相交的等价类.二 
次型理论的一个基本问题，就是要从每个等价类中挑选出一个最 
简单的二次型来作为该等价类的代表. 
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形如 


d x z\+d 2 z\^ - \-d n zl-=Z f DZ 

的二次型称为标准形，其矩阵为对角形 

d ' 

di 

♦ 

參 

d n 

显然，这种二次型是较简单的. 

根据§ 1中的定理1的，推论，任意一个对称方阵都合同于一 
个对角矩阵.从命题 2. 2可知，定理1可用二次型的语言叙述如 
下： 

定理 V 给定数域尺上的一个二次型 





2IX 




则存在 K 上一个可逆方阵7%使在线性变数替换 X = TZ 下此二 
次型变为如下标准形 

d x z\+d 2 z\-\ - Yd n zl. 

综合§ 1和本节中的论述，可以把我们所得到的基本结果用 
三种不同的语言叙述出来. 

(1) 用双线性函数的 语言： 数域尺上 n 维线性空间 F 内任 
一对称双线性函数的矩阵都可对角化(即 V 内存在一组基，使该 
对称双线性函数在此组基下的矩阵成对角形). 

(2) 用矩阵论的 语言： 数域 K 上任一对称的 n 阶方阵都合 
同于一个对角矩阵. 

(3) 用二次型的 语言： 数域尺上任一二次型都可经一个可 
逆线性变数替换化为标准形. 

上述三种说法互相等价，只要证明其中之一，另两个就自动成 


立. 
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> 二次型标准形的计算方法 


我们现在介绍二次型的标准形的计算方法.分两种情况进行 
讨论. 

1. 二次型 （1) 中有某个变量平方项的系数不为零，例如〜尹 
0. 此时把二次型对 X ,配方 

n n 

/= a n x] + 2a l2 x i x 2 + ••- 4 - 2a Xn x^x n + 

，’= 2 )=2 

( 江 (Z \ n n 

•r? + 2x x * i ： c 2 十 ••• + 2x x • ~x n + ^y^g f? x,x ? 

a u a n / , = 2 j=2 

( 2 « n 

+ 化 x 2 + … + ^ '^ J b i ) x i x } , 

a n a n / ( = 2 7-2 

其中 ~ 是由前面与: Ti 有关的项配方后出现的:项的 
系数和后面原有的项系数合并而成. 

作变数替换 

r a lZ I I a \n 

3 / 1 =x 1 ^ - x 2 -\ - \ - X nf 

a \\ a \\ 

< y 2 = ? 


反解为 

a n a \n 

^\=y\-—-yi - 7 知 

<2 ll «11 

^ ^2= y Z f 


lx n = y n . 

写成矩阵形式 
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0 

不难看出，这实际上相当于定理1证明过程中所做的基 变换. 经过 
上述变数替换后，二次型化作 

n n 

a n y 2 i + (b }} = b }! ). 

i — 2 ]=2 

然后再对上式右边的 n — 1个变量％，力，…，％的二次型继续进 

行计算. 

如果〜= 0,而某个％关0,则对: r , 配方 • 

2，所有 = 0(/ = 1，2,…， n ) ，而有一个 a ,; #0(/〈_/)，则做变 

数替换 

工严 : y,— ： y” 

x k ^y k ik 參 i ， j\ 

这就可以把二次型化为第一种情况. 

在做计算时，每一步都要把坐标变換矩阵记录下来，以便求得 
总的坐标变换矩阵.下面举两个例子. 

例3化二次型 

f= 2x\x z — 6xix 3 + 2x 2 ^：3 +^3 

为标准形. 

解因为 a 33 = l 关0,对 jc 3 配方，得 

J = 2工 1工2 + [2(:2 — 3工1)工3 + :■] 

= 2x^2 — {x 2 — 30^)2 + [( — 3 工 1 + : r 2 ) + x 3 ] 2 

=— 9 工？ + %x x x 2 — x\ (— 3a + x 2 十 x 3 ) 2 . 

做变数替换 
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y \ = 工] 


3xi - {-x 2 -\-x. 


^\= y \ 


反解为 


表成矩阵形式 


_ X3 = ^y ] —y 2 -\-y ： 


1 ol bi 


X = A 


0 0 0 3^2 — T X Y . 


于是二次型化作 

一 9 ^?+ ^>y\yz ~'yl+yl- 

y , 已配好，下面把它保持不动.现在 M 的系数不为零 ，对％ 配方 
得 

— 9 ( 3 ^ — 2 % • U —yl + yl 


9 : yi - 音 )2 J r~^yl+yv 


做变数替换，并表成矩阵形式 


1 'TT 0 [ ^] 


y = yz 


于是二次型化作标准形 


0 1 0 
0 0 1 


z z —TzZ. 




最后，求出总的变数替换矩阵 r . 因 

( T 2 Z ) = iT { T t ) Z=^TZ 

故 
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在变换过程中得到 的乃， T 2 均可逆，所以，它们的乘积 T 也是可 
逆的.现在分别把原二次型的矩阵乂和标准形的矩阵 Z ) 写 出来： 



’ 0 

1 一 3, 


'-9 

0 

A 

0’ 


1 

0 1 

， 

0 

4 

~9~ 

0 


、一 3 

1 1, 


、 0 

0 

1. 


如果具体计算一下，就可以验证有合同关 系:: 

例4化二次型 

/= 2 x ^2 — 6 x 2 x 3 + 2 x ^3 

为标准形. 

解现在所有平方项系数都为零，而 a ]2 = l 关0.做变数替换 

i ^ 2 = y \~ y 2 f 


^3= 

写成矩阵形式 



X !、 


1 1 0 ’ 


’V 

x= 

工 1 

= 

1 —1 0 


y! 


'3, 


10 0 1 , 




^ T X Y . 


二次型化作 

2(yi+y2)(y\—y2) + 2(yi+y 2 )yi — Q(y\^-y2)yz 


= 2 y \ — 2 y \ — Ayiy ^ + Sy 2 y ^ 



: y ? 的系数不为零，对％配方，得 

2iy\ — 2y x y z )~2yj + 8y 2 y3 

= 2(^i —ys) 2 — 2y\~ 2^3 + Sy 2 y^. 

做变数替换，并写成矩阵形式 


二次型化作 



0 1 ' 


r 之 1 、 


010 




0 0 1 , 


、之 3 . 


=r 2 z. 


— 22^ + 8之 2 之 3 — 

再对 A 配方，得 

2z\ — 2 (4 — ^z 2 zi) ~2z\=-tz\ — 2(z 2 ~z 3 ) 2 + 6zl. 
做变数替换，并写成矩阵形式 



2u\ 一 2z4 + 6z4. 

最后，求出总的坐标变换矩阵.因 

X = T l Y = T l ( T 2 Z )= T l T 2 a \ U )^( r l T 2 T ,) U , 



1 1 O ' 1 


1 0 r 


1 0 o ' 

故 T = T \ TJ \ = 

1 —1 0 


0 1 0 


0 1 2 


0 0 1 , 


0 0 1 
> / 


、o 0 1 , 


=1 -1 -1 . 

0 0 1 , 

如果写出原二次型矩阵 Z 和标准形矩阵 D ， 有 



0 

1 

r 


2 

0 

o ' 

A = 

1 

0 

—3 


0 

~2 

0 


U 

— 3 

0^ 


.0 

0 

6 , 
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不难验证有合同关系 :7 M：r = D . 

在用变数替换化二次型成标准形时，必须注意所做的线性变 
数替换一定要是可逆的，即其系数矩阵行列式应当不为零.不难证 
明，利用上面的办法做变换时，每一步的变换矩阵都是可逆的，所 
以，最后把它们连乘起来所得的总的变换矩阵 T 也一定是可逆 
的. 

另外还应当注意，一个二次型的标准形并不是唯一的•用不同 
的办法计算有可能得到不同的标准形•关于这一点，我们在下一节 
中再做仔细研究. 


习题二 

1 . 写出下列二次型的矩阵 

( 1 ) f= — 2x\ — x\ J rx x Xz~x 2 Xz ; 

⑵ /= —2X1JC4+X3— 

(3) /= 2x\ — 3xl — Axl — 5^4 ； 

(4) f= —xl — xl+xxx^. 

2 . 在 K 4 中给定如下对称双线性函 数:若 

，: c 2 兩，工4)， () i ，知％，％)， 

/(a,/?) = —x ! 3 , i + 2^i^2 + 2x23 / i~3x2^ 2 H-^23 ; 4 


— 2^13^4 + 工 4J2 — 2X 4 ^1+ 2X4^4- 

(1) 写出/(«， 灼在基 

e] = (l ， 0,0,0 ) ， 
e 2 =(0 ， l ， 0,0 ) ， 

e 3 r=( 0 , 0 ， l ， 0 )， 

£4~ (0,0,0 ， 1) 

下的矩阵，并写出 /( a , a ) 在此组基下的解析表 达式; 

(2) 做基变换 
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(7l ， 72 ，々 3 ， = ( e i >^2 » £ 3 ^ 4 ) 


^3~ 

0 


1 


0 0 

0 0 0 

l 八 J 

求 /u， 幻在基 v '+ v ”％ 下的矩阵，并求 /u，《) 这组基下的解 
析表达式； 

(3) 求可逆线性变数替换 X = 7Y， 使二次型 

f = — xf + 4xijr 2 —4xix 4 — 3x2 + 2 x 2 j ：4 + 2x4 

化成标准形. 

3. 给定四个变量的二次型/，试在尺 4 内找出对称双 线性函 
数/(«，幻，使 /(a，a) 在基 

£i = (l ， 0,0,0 )， €2=(0 ， 1 ， 0,0 )， 

£3=(0,0，1，0)， £ 4 == (0*0?0?1) 

下的解析表达式为 /. 其中 

(1) /= x \ +X2 + xl+scl + 2 XiX 2 + 2 x 2 x 3 + 2 x 3 j : 4 ； 

(2) /=工 1 工 2 +工 1 工3+工1*2：4+*3：2了3+工2 了 4 +：T 3 X 4 . 

4. 用可逆线性变数替换化下列二次型为标 准形： 

(1) /= — 4j：i x 2 + 2x^3 + 2x z x z ； 

(2) /= x\ + 2xix 2 + 2 x 2 + 4jt 2 x 3 + 4x3 ； 

(3) /= x \ — 3 a：l — 2xix 2 + 2^ix 3 — 6x 2 x 3 ; 

(4) /= 811 工 4 + 2工3工4 + 2丁2工3 + 8：1： 2 工 4 ; 

(5) / =X I X2+X 1 X3+ XiX 4+X 2 J：3+-3：2-3：4 +X3 工 4 ; 

(6) f = x \-\~2 x \ +x+ + ixix 2 + 4xix 3 + 2 , 1 x 4 

+ 2x 2 jt 3 + 2jt 2 j ：4 + ； 

(7) f = x ] +xl 十 xf + jt 2 4 + 2 ^ X2 + 2x 2 x 3 + 2 x 3 x 4 ; 

*(8) f=X l X 2n + X 2 J ： 2n- 1 H - \-X n JO n+l ； 
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# (9) f = J ： ] J ：2+ J ：2^3+" , + X n ^ iX „. 

"5. 用可逆线性变数替换化下列二次型成标 准形: 


n n 

⑴ + z x i x J ； 

'=1 !<?<><« 

(2) i ； U - E ) 2 , 其中 x = 工 . L ：^ + ••• + X ' 

7^t n 

6. 证明： 秩等于 r 的对称矩阵可以表成 r 个秩等于1的对称 
矩阵之和. 

# 7.给定二次型 

5 

/ = + 化 2 工 2 + …+ a in jc n Y , 

i ^\ 

其中 




是一个实数 矩阵. 证明/的秩等于 rC 4). 

§3 实与复二次型的分类 

上一节已经指 出：我 们可以把数域尺上的二次型按等价关系 
划分为等价类.现在要 问：尺 上的二次型究竟有多少个不同的等 
价类？这一节中，我们将要对 尺为复 数域和实数域两种情况分别 
解决这个问题. 

根据定理 V ，任一个二次型等价于一个标 准形. 但二次型的 
标准形并不是唯一的，所以单靠标准形的概念还解决不了上面所 
提出的问题•但标准形可以作为解决上述问题的出发点•这就是 
说，只要讨论貧或现上的二次型有多少种互不等价的标准形就 
可 以了. 
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复二次型的分类 


f 在复数域資上给定二次型 

n n 

1 = ^ j ^ j (.dij ~~ o. }i ) . 

7=1 ；= 1 

设它在可逆线性变数替换 X = TZ 下变为标准形 

d x z\^d 2 z\A - \~d n zl. 

根据§ 2中所作的阐述，这相当于在嘗上〃维线性空间 V 内做一 
个基变换 

(7 i ，72,… ， w " ，匕）了， 

使对称双线性函数 /(«， P ) 在新基下的矩阵成对角形，即 

/(1，7;)(7』，7_/) = 從” 

其中心为克朗涅克记号.设 d ” d 2 , …， d „ 中有 r 个不为零.只要把 
…， 7 h 的次序重新排列一下，就可以使不为零的&排在前 
面，而后面 n — r 个 A 全为零.因此，不妨设/的标准形为 

d { z\-\-d 2 zl-\ - \- d r z 2 r W ,'#0，/ = 1，2,… ，/ -) ， 

/的矩阵为 4=( 叫），有 

d' 、 

d 2 

VAT^D^ d r . 

0 

因为 r 可逆，由第二章命题 2.3， KZ ))= rC 4) .故 D 中主对角线上 
非零元素个数 r = r ( D )= r ( A )=/ 的秩. 

因为在复数域内任意一个数都可以开平方，所以可以对上述 
标准形再做如下可逆线性变数 替换： 

296 






(其中 A 为 A 的任一平方根).写成矩阵形式，就是 



于是/变作 

定理2 复数域嘗上任一个二次型/都等价于如下一个二 
次型： 

«? + W2~l - * ~i~Ur f 

其中 r 等于二次型/的秩，这称为该二次型的规 范形. 规范形是唯 
一的. 

规范形由二次型的秩唯一决定，所以它是唯一的.因为在证明 
中用到对某些数做开方运算，所以这个结论对一般数域不成立(一 
般数域上一个数开方后可能不再属该数域). 

秩不同的二次型显然不等价.定理2指出，在复数域内秩相同 
的二次型有相同的规范形，因而互相等价.二次型的秩可为0,1， 
2, …， 〃，共 72 + 1 种可能，所以复数域貧上的二次型一共有 n + 1 
个不同的等价类. 
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实二次型的分类 

在实数域淡上给定二次型 

n 7i 

f = (a {J = a yi ). 

r=l >=1 

设 / 的秩为 r， 那么，按上一段开头所指出的，存在淡上可逆线性 
变数替换 X = 7’z， 使/化为标准形 

diz\~\~d 2 z\-V 9 '* -\~drzl. 

其中4，义， …， A 为非零实数.按同样的道理，我们不妨设前 
m ••為 为正数，而余下的 r - p 个，‘为负数•因 
为在资内任何正数均可开平方，故可做淡内可逆线性变数替换 

k = l ， 


Up = 
^ p +\ = 


4~ d P z p , 


y~~^P+\ z p+i ， 


u r = 




于是二次型化作 

u\-\-** tJ ru z p 一 u z p+i 一 ••• 一 uf , 

其中于是我 们有： 

定理3实数域领上任一个二次型/都等价于如下一个二 
次型： 

+ 一 W ^+l 一 ••• 一 Wr- 

它称为/的规范形.规范形是唯一的. 
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证现在只需证明规范形的唯一性•规范形中的 r 等于/的 
秩，是唯一确定的，我们只需证明正平方项的个数/>也是唯一确 
定的就可以了. 

设/有两个规范形 

wf+•••+“$ — W^4.] —… 一 U l T , 
v\ H - \-V 2 q —V 2 q^ 1 -- V 2 r . 

若户关 g ， 不妨设 P > q , 二次型/对应于 资上 n 维线性空间 y 内 
的对称双线性函数 / U ， y 9). 上述假设表明在 V 内存在两组基 

7 i ，，…，7” ； 

使/(«，/?)在这两组基下的矩阵分别为 



，？_/)) = 



-1 

0 


( 1 ) 



(/(7;，？;)）= 




1 


— 1 

0 


0J 


( 2 ) 


0J 
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令 


M = L (7 i …，7«); 

= ，…，7二）. 

则 dimM =/>+ (w — r )， dim 7 V = r —^故 

dimM+dimiV = n + ( 户一 g)〉”. 

由第四章 §3 的维数公式，有 

dimM f] N^dimM+dimN — dim(M+7V) 
> dimM + dim 7 V — 72>0， 

故财门…参⑺}.设 aeMflWw 关0,有 

( i ) «6 M ， 则 

ct = a{q x + …+« 户 7 产十 a r+1 7 r+ 】十 … ~\~ajj n . 

于是由 （1) 式有 

f(a,a) =a\~\ - haJ^O. 

( ii ) aeW ，则 

a = ^+l7?+lH - l~Mr4-l- 

于是由 （2) 式有 

f(a 9 a) = —b\^ x - —紀 <0 

(因 a #0, 故 b q +i ， …， b r 不全为 零 ）. 

综合(1)与 (1 0得到矛盾的结果.这说明 p > q 不成立，故户< 
再由对称性知，<?</>，于是9 =户 .■ 

定理3通常称为惯性定律 . />称为实二次型/的正惯性指数， 
r — 户称为/的负惯 性指数，它们的差： 

p~ {r~p) = 2p~r 

称为 / 的符号差. 

定理3说明 ：对实 二次型，不但秩不相同时不等价，就是在秩 
相同时，如果正惯性指数不相同，也不等价(这是由于规范形的唯 
一性，正惯性指数不同的规范形互相不等价)•而如果秩与正惯性 
指数相同时，它们都等价于同一个规范形，因而彼此等价•所以在 
实二次型里，每个等价类决定于两个非负整数 〆 ，/>，其中 
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n . O ^ p ^ r . 这就完全解决了实二次型的分类问题. 

习题三 

1. 用可逆线性变数替换将下列复二次型化为规范形： 

(1) / = 2 x a x z — 6 x 2 x 3 + 2 r !^ 3 ; 

(2) f= — 5^：? + 3^3 — 2x4 ; 

(3) /= (l+i)^—(+ —3id; 

(4) f= (— 1 —i)-r]X 2 + 2ix2. 

2. 用可逆线性变数替换将下列实二次型化为规范形，并求其 
秩，正、负惯性指数和符 号差： 

(1) /= 2 x \ x 2 — 6 x 2 x 3 + 2 x ^3 ; 

(2) f = 一 5sr 2 i -)-3jr| — ; 

(3) /— — 2 (xi + x 2 ) 2 + 3 (jci — x 2 ) 2 ； 

(4) f = — (jtj — 2 jc 2 + 3 x 3 — x 4 ) 2 + (2 xi —工3 + 3：1：4) 2 

+ (— 2工 i + 4 x 2 ― 6 x 3 + 2 x 4 ) 2 . 

*3. 证明： 一个实二次型可以分解成两个实系数的一次齐次 
多项式的乘积的充分必要条件是 ：它的 秩等于2,而符号差为零， 
或其秩为 1. 

4.设 


a ij x i x j ( a ( > = 

是一个实二次型.若存在 n 维实向 量兄与 ，使 

xux 2 <0, 

证明： 必存在 n 维实向量X。参 0, 使 xux 0 =0. 

*5 .设 


Z^/^+zH - H4—G+i — … 一 4+9 ， 

其中人(/ = 1，2,…， 户 +g) 是 :r } ，: r 2 , …， A 的实系数的一次齐次函 
数.证明/的正惯性指数，负惯性指数 >7. 

6. 设V是实数域上的《维线性空间，/(«，^)是V内一个对 
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称双线性函数 M 为 / U ， W 在基 q ， e 2 ，…，下的矩阵•若实二次 
型 XMX 的负惯性指数尸0,证明 

M= {a^：V \f(.a,a) = 0} 

是 V 的一个子空间，并求 dimM . 

§ 4正定二次型 

在这一节里，我们研究实二次型中秩 r 和正惯性指数/>都等 
于 n 的等价类.这个等价类在理论上具有特殊的重要性.例如在下 
一章中，我们将要利用它对实数域上的线性空间作深入一步的研 
究. 

定义实数域淡上的一个二次型 

n n 

f = H a,〆,:, (a (> = a >f ) , (1) 

i=i >=i 

如果它的秩 r 和正惯性指数都等于变量个数《，则称为一个正定 
二次型.正定二次型的矩阵称为正定矩阵. 

为着下面讨论正定二次型的需要，我们重申一下§ 2中所作 
的一个 约定： 二次型 （1) 的矩阵 /=(&) 看作是观上一个《维线 
性空间 V 内一个对称双线性函数/(«，/?)在基 e ,， e 2 ，…，下的矩 
阵，而二次型 （1) 本身则看作是 / U ，《) 在这组基下的解析表达式. 
命通 4.1 对实数域琢上的二次型 （1) 下列命题 等价： 

( i ) 二次型 (1) 是正定的； 

( ii ) A 合同于单位矩阵£，亦即/(«，…在某一组基下的矩阵 
为 E .; 

( iii ) 对一切7，/(々，0：)>0，且 f ( a 9 a ) = 0 的充分必要条 
件是«=0. 

证采用轮转办法来证明之. 

若 （1) 正定，则它的规范形为 
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于是存在淡上的可逆矩阵 T ， 使 （1) 在变数替换 X = TU 下变为 
上述规范形.由命题 2. 2,有 

若存在可逆矩阵 T ， 使 TM：T = £ ，则在 V 内做基 

变换 

(7i ，？2，•••，％) = ( e t ， …， e«) 了， 

/(«，/?) 在新基下的矩阵为 £. 若令 

^=UiT] ] +u 2 7J 2 j { - \~u n rj n , 

则 

= + - \~ul. 

显然此时有 / U ， a )>0, 且 / U ， a ) = 0 的充分必要条 件是： 

u ] ~u 2 ~ ,,, —u n = 0, 艮 P a = 0. 

在 V 内做基变换 

(7 i ，！2,…， 7 ， e 2 ，.“ ，07"， 

使/(«，《)在新基下的解析表达式变为二次型 (1) 的规范形 

f {<x,a)~u\-\- ••• — u 2 P+l — … 一 u 2 r 1 (2) 

其中/ 

«= w 1 7 i + m z 72 H - 

如果7*0,则令 a 0 = Tj n 代入 (2) ，有 /(0。，《。）= 0,而0。#0,与 
假设矛盾，故 r = w ， 而如果 / ><r = n ，则以同样的 < x 0 = rj »^ 0 代入 
(2) ，得 /( a 。，％) = — 1<0,亦与假设矛盾，故必 p==r = n , 即二次 
型正定 .■ 

因为 

n n 

/( a ， a ) = 

»=1 )=i 

其中 a =： r 1 e 1 + x 1 e 2 +•••+:„£„， 

从命题 4. i 的 ( in ) 可知， / 正定的充分必要条件是 

n n 

f = ^^qXjXj > o ， 

i=i >=i 

且等号成立的充分必要条件是 A =： c 2 = … = X „ = 0- 
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从命题 4. 1 还可以得到如下的 推论： 

推论如/ I 是正定矩阵，则 M |>0. 

证由命题 4. i 的 (ii) 知 M 合同于单位 矩阵仏 于是有实可 
逆矩阵 TM 吏 A = TET = TT. 那么，有 

| 川二 | T' T | = | T | |7，| = |T| 2 >0. | 

命题 4. 1是二次型正定（或实对称矩阵正定）的几种等价的说 
法，其中每一种都可以用作定义.下面再给出实二次型正定的一个 
重要判别法. 


定义设 Z 是一个实对称矩阵 



为4的顺序主子式. 


定理4给定货上二次型 

/ = 2 {a t} = a }i ) , 

/= I j= 1 

它的矩阵记为 4= (〜），则 / 正定的充分必要条件是，乂的所有顺 
序主子式都大于零，即 

(X 11 d 10 

\a u I >0, >()，•••， 

0,<)\ (Xoo 



证 （ i ) 必要性.考虑 V 的子空间 
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M r = L ( e ] ,*•*,£,) (r = 1，2 ，…， n ) ， 

/ 正定，则对任一，有/(«，《)>0,且 / O ，《) = 0 的充分必要 
条件是 a ==0 .但 


故 


a = X ]£\ + ••• + H ， 


f(a,a) = ^i a n a '> x j ( a ” =〜). 

r = 1 j— 1 

上式是 r 个变量 jci ， x 2 ，…， A 的正定二次型，由命题 4. 1 的推论 
知，它的矩阵的行列式大于零，即 

… ^lr 

: : >0 ( r = l ，2, …， W ). 

Clr\ … a rr 

( li ) 充分性.对〃作数学归纳法. 

n = l 时命题显然成立.设命题对〃 -1个变量的二次型成立， 
证明它对 n 个变量的二次型也成立. 

命 

^时，有 

a = x x e } H - \-x n 

n — 1 n— 1 

f(a,a) = 2 ^ s a, 1 jc,x ] {a t] = a 力 ）. 

» = i 尸 i 

上式是 〃一 1 个变量的二次型，它的矩阵的”一 1个顺序主子式恰 
为 A 的前 n — 1个顺序主子式，全为正，按归纳假设，这是一个正 
定二次型.于是在 A / n - l 内存在一组基 

7”72，".，7 n - l ， 

使 /( a ，/3) (看作内的一个对称双线性函数)在这组基下的矩 
阵变为单位矩阵，即 

/( H ) =成; （“）=1 ，2 , …， n —1). (3) 

把从^^的这组基扩充为 F 的一组基 
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! ，灰 (4) 

令 

Vn = —/(7 i ， f )7 i —f ( 72 ， f )々 2 - —/(7„ - 1 ，冬 ) 7”—i + 令. 

向量组 

(5) 

与向量组 (4) 等价，故它也是 V 的一组基，且有(利用 （3) 式） 

f {%，0— /(7,.， f )/( U ) + /(%，？） 

=— /(7<，芒）+ /(7,， f ) = 0， (6) 

其中/ = 1，2 ,…， n —1. 由此知/(«，幻在基 (5) 下的矩阵为 


B = . 

1 

. nm 

B 与 / I 是/(«，/?)在不同基下的矩阵，故方= 7^/17^， |7 M 关0•于 
是有 

f(V ， n ， V t J=\B\ = \T[AT l \ = \T l \ 2 - Ul>0. 

令 

y n = — - in 、 (7) 

V fiin.in) 

则 / U ，/?) 在基 U 2 , …， 7, 下的矩阵为 

(/( U ,)) = d ) = £ 

(其中利用了（3)，（6)， （7) 式).由命题 4. 1的 ( ii ) 知/正定 . | 
最后我们再介绍几个概念. 

1. 如果实二次型/的正惯性 指数户 等于秩^则/称为半正 
定二次型.这种二次型的规范形为 

u \ + W ! + … + W ;. 

显然，此时/对应的对称双线性函数 /( a ，/?) 满足 
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其中 


;= I 


aijXfXj ^ 0 , 


a = xiei + x 2 e 2 H - hx n e n . 

2. 如果实二次型 / 的负惯性指数和秩/ •都 等于; 2 ,则 / 称为 
负定二次型. 这种二次型的规范形为 

—— u ] —— u \ —— … —— ul ， 

此时有 

n n 

f = y ^, < o ， 

i=i >= i 

等号成立的充分必要条件是 : ri = X 2 = m = ： r „ = 0. 

3. 如果实二次型/的负惯性指数等于秩「， 则/称为 半负定 

二次型. 这种二次型的规范形为 

2 2 2 

一 U\ 一 Ul 一 ••• 一 Ur. 

n n 

显然，此时有， / = ^ 0. 

4. 除了正定、半正定，负定、半负定之外的其它实二次型统称 

为不定二次型. 


习题四 

1. 判断下列二次型是否 正定： 

( 1 ) f= 99xf — 1 2j ： \x 2 + 48x^3 +130^2 — 60x 2 x 3 H-71^3 ? 

( 2 ) f~l0x 2 i+8j ： l j：2 + 2Ax i x^ + 2a：l — 2Sx2X 3 +xl ; 

n n 

# (3) f = ^-r f 2 + 2 

t= 1 1«戌《 

n n - 1 

* (4) f = 2，, + 2 XfX,+1 . 

/ =1 f=l 

2. z 取什么值时，下列二次型是正定的？ 

(1) 5^3 + Ztx^x 2 — 2:r | :r 3 + 4 jc 2 x 3 ; 
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(2) 十 4:r_ 十 d + 2 tx\Xi + 10xiX； s H~6x 2 x 3 . 

3. 证明 ：如果 4 是正定矩阵，那么 A 的主子式全大于零（主 
子式是指行角标和列角标相同的子式，即 A 的第 f,w 2 ，… wV 行， 
第^心 ，…+ 列交叉点处的元素所成的 r 阶子式). 

4. 设 A 是实对称矩阵，证 明：当实数/ 充分大之后， W + A 是 
正定 矩阵. 

5. 证明 ：如果 A 是正定矩阵，那么 /T ] 也是正定矩阵. 

6. 设4是实的 n 阶对称矩阵，证 明：存 在一个正实数 o 使对 
任一实 n 维向量表成列形式)都有 

7. 设 A 为 n 阶实对称矩阵，I川〈0.证 明：存 在实的^维向 
量 X，使 XMXC0. 

8. 如果乂，5都是正定矩阵，证明4 + 5也是正定矩阵. 

9. 证明： w^]x ( 2 — 2^] 是半正定的. 

I ?= 1 I 

10. 证明： 


(1) 如果/= 




) 是正定二次型，那么 


g (: yi，％， …，: yJ = 


II 


•22 


% yi 


<^\n y \ 

a 2n yz 

• • 

♦ • 

• • 

o. nn y n 

y n 0 


是负定二次型. 

(2) 如果乂是正定矩阵，那么 

\ A \^ a nn • P n - V , 

其中 /Vi 是乂的”一1阶顺序主子式. 

(3) 如果乂是正定矩阵，那么 

1^4 |^a 1] <3 2 2 , **^ n „. 
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(4) 如果: r = a ,) 是 n 阶实可逆矩阵，那么 

n 

\t 1 2 <ri(A+A+ … + a). 

i = 1 

11, 证明： 实对称矩阵乂是半正定的充分必要条件是 M 的一 
切主子式都 >0. 


第七章欧几里得空间 


在第四章中，我们引进了数域欠上的线性空间的概念.随后， 
在第五章和第六章中，我们研究了线性空间中的线性变换，以及线 
性函数、双线性函数、二次型函数，获得了许多重要的结果.在做了 
这一系列工作之后，我们再回顾一下线性空间的概念本身，就会注 
意到，我们对线性空间概念本身的要求却是非常少的 :仅仅 要求它 
有一个加法运算和一个数乘运算，以及这两种运算所必须满足的 
八条公理.除此之外，就没有其它的.就在这样简单的基础之上，我 
们已经从理论上得到了相当丰富的成果.但在另一方面，我们还必 
须注意到，我们关于线性空间的上述概念，是从三维几何空间抽象 
而来的，在这个抽象化的过程中，我们抛弃了三维几何空间向量的 
许多重要的几何性质.例如，三维几何空间中向量的长度、夹角等 
与度量有关的性质，在我们前面所给出的线性空间概念中就没有 
得到任何反映.可是，向量的长度与夹角这类概念不但在理论上， 
而且在实际工作中都是有重要意义的.这就启发我们 :应当 进一步 
充实线性空间的概念，把与三维几何空间中向量的长度和夹角相 
类似的概念添加到一般的线性空间中来. 

在空间解析几何中，我们已经知道，向量的与长度、夹角有关 
的度量性质完全取决于向量的内积（又称点乘或数量积).如果我 
们能把内积的概念推广到一般的线性空间中去，那么，一般的线性 
空间也就会具有某些度量性质，这样，我们关于线性空间的概念也 
就大大地丰富了. 

本章将集中精力研究在实数域上的线性空间中引进内积的问 
题，下一章再讨论复数域上的线性空间中的相应问题. 
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§1 欧几里得空间的定义和基本性质 

欧几里得空间的定义 

定义设 V 是实数域淡上的线性空间.如果 V 内任意两个向 
量都按某一法则对应于烫内一个唯一确定的数，记作 U ，/?) ， 
且 满足： 

( i ) 对任意.资和任意％，％，/?61^，有 

(k { a { +k 2 a z ,^) ,=k } (a { ， / 3)+k 2 (a 2 ,^) ； 

( ii ) 对任意 a ，/?6 F ， 有 

( a »^) = (/3, a )； 

( iii ) 对任意，有 ( a ， a )>0, 且 ( ar ， tf ) = 0 的充分必要条件 
是 a =0. 

则称 UW ) 为向量《，/?的内积.定义了内积的实数域上线性空间称 

为欧几里得空间，简称欧氏空间. 

从性质 ( i ) 和 （ H ) 可知，对任意6，/ 2 6淡和任意 aHeV ， 
有 

(a,Z 1 ^ 1 +/ 2 A) = (A/^i+/ 2 A^) 

=l'd ， a)+l 2 da) 

=l\ (a,/3 1 )-f-/ 2 (a, J 5 2 ), 

把这性质和 （ i )，（ ii ) 结合起来就可以看岀， U ，/?) 实际上是 V 内一 
个对称双线性函数.如果 F 是有限维的线性空间，那么性质 ( iii ) 表 
明（《，《)是一个正定二次型函数，即 U ，/?) 在 V 的任一组基下的矩 
阵都是正定矩阵.反过来，如果在 V 内给定一个对称双线性函数 
/(〜妁，旦/(«，《)是一个正定二次型函数，则只要把 V 内两个向 
量的内积定义为 

( a ，/?)=/( a ，/?) ， 

那么，7关于这个内积成一欧氏空间.由此可 知:淡 上有限维线性 
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空间的内积概念和正定二次型概念之间有密切的关系. 

1 有了内积的定义，我们就可以利用它给出欧氏空间内向量的 
长度和夹角的概念. 

—、向量的长度 

对任意 aGF ， 定义 

|a| = ■/(«,«) , 

称为 a 的长度或模.从内积的性质 ( iii ) 可知 ， Id =0的充分必要条 
件是 a 二 0. | a | = 1时， a 称为单位向量. 

对任一 々 e 深，有 

| 公 a | = y { ka ^ ka ) = \ k \ • \ a \. 

由此知，当时， * IH =1，即为一单位向 

量，我们称它为《的单位化. 

二、向量的夹角 

为了定义一般欧氏空间 V 内向量夹角的概念，我们需要如下 
的 命题： 

命题 1. 1对欧氏空间 V 内任意两个向量 a ，/?， 有 

! (»，/?) 1< 1«1 • 1/?1 . 

等号成立的充分必要条 件是: a 与线性相关. 

证 a = 0 或/?=0时命题显然正确.现设 a # Q ， j 3 K ) •令 7 = ta 
+ 々，则 

0^(7,7) = ( ta +^, ta + P ) 

= ( a J a ') t 2 + 2( a ^) t + (卢，戸). 

上式右端是£的二次多项式，其值恒>0,故它没有相异的实根（否 
则，因 f 项系数(〃，《)〉0，它在两实根之间函数值为负）.因而，其 
判别式 

[2( a ,^)] 2 -4 U ,«)(/?, ^)<0, 

故 I (or,/?) ]<|«| - |/?|. 

显然等号成立 （即判 别式等于零）的充分必要条件是 :上述 二次多 
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项式有实根（二重 根>= 々.这等价于 

{ka-\- ^ jka-\- — 0 . 

由内积的性质 (iii) 知，后者等介于如 +/?=0. | 

命题 1. 1 称为哥 西-布 尼雅可夫斯基 (Cauchy-BynmoBCKHfi) 不 

等式. 

现在可以给出欧氏空间 V 内向量夹角的定义.对 V 内任意两 

( a ， 妁 


个非零向量由命题1.1， 


O , /9>> — arccos 


| 小 |/9| 

(以) 


<1，所以可以定义 


M • 1別’ 

称之为 a 与/?的夹角 • 注意这样定义的两向量的夹角总介于0与 
K 之间.零向量与其它向量的夹角认为是不确定的. 

如果 ( a ，/?) 二0,则称 a : 与/? 正交，记作 a 丄 /?. 当 


时，这与 = f 等价.显然，零向量与任意向量正交. 

下面举几个例子. 

例1考虑实数域上〃维向量空间淡％对 

oi= ia { ， < 2 2 … ?a n ) ; P={b\ ， b 2 , …， b n ) ， 

定义 （ a ，/?) 十 ••• 

显然，二元函数 UJ ) 满足内积定义中的条件 《)〜（ iii )， 于是淡" 
关于这个内积成一欧氏空间.我们约 定：今 后凡称淡”为欧氏空间 
时，其内积都是按上述法则定义的（除了有特别声明的情况而外). 
我们知道 ◎"有 一组基 

= (1 ，0, …， 0) ， 

芒 2 = (0,1，_..，0)， 


£„= (0,0,…， 1). 

显然有 | e , I = 1 = 1，2…， n ) ，即 ej , e 2 , **• , e „ 都是单位向量.另一 
方面，不难算出（£,，£,) = 0(¥;).故这 n 个向量两两正交.上面两 
条性质可简记为 
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(匕 ，£)) ~Sjj. 

在欧氏空间内，向量的长度和夹角可分别用公式表示 如下: 


a I -- \fa\ 


+ 




〈 a,y9>=arccos 


- \~a tt b n 


Va ?4- al +"^+ a ^ . 4 ? f +^ + *** T ^ 

而哥西-布尼雅可夫斯基不等式可具体写成 


\a\b] +a 2 々 2 H - Va n b n 


< V^+<2,H - \-al • - 

例 2 考虑闭区间 [ a , 幻上全体实连续函数所组成的实数域 
上线性空间（〕[心幻.对任意 /， gec [“4]， 定义 

% b 

(/ ，尽 ）= f{x)g{x)dx. 

J 

二 元函数 (/， g ) 显然满足内积定义中的条件⑴与 （ ii ). 另一方面， 
显然有(/，/)>0.而当 . 

(/，/)= / 2 (^') dx=-0 

J <J 


时，由定积分的知识知，在 [ a ，6] 内 / Cz ) = 0 .即 /( x ) 为区间 [ a ，6] 
上的零函数，从而是 C [«， 幻中的零向量.因而内积的三个条件均 
满足.于是 C [ a ,6] 关于这个内积成一欧氏空间.在这欧氏空间内， 
哥西-布尼雅可夫斯基不等式可具体写成 


/ (a:)g(x)dx 




P(x)d. 


g 2 (x)dx. 


例3考察 .^[ X ] n . 用两种方式在这个线性空间内定义内积 
1. 对任意 /，《 e 淡[ XI ，定义 

n 

(/，《）= f(jr)g(j')Ax. 

Jo 

内积条件 ( i )，( ii ) 显然满足，且(/，/)>0.当 


(/，/) 


尸（了 ）(^ = 0 
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时，在 [0，1] 内 /(; o ^ o ./(; o 是次数 <n 的实系数多项式，当它 
不恒等于零时最多有1个根，故必定在 （一 oo , oo ) 内 /(； Q ^0. 
于是资关于上述内积成一欧氏空间 • 

2. 对任意 /，# e 淡 [ x ]„， 定义 

n 

U \ g )- ^ f ( k ) g ( k \ 

k — 1 

二元函数 (/, g ) 显然满足内积条件 (i) 与 (ii )， 且 (/，/)>0 .而当 

(/，/)= E 尸 (《 = 0 

k= 1 

时，有/⑴=/(2) = — =/(«) = 0•即/( X)有 w 个不同实根，而 
/(X)的次数<〃一1，故 /OO^O. 于是淡 [X]„ 关于这个新内积也 
成为一个欧氏空间. 

对于实数域上的同一个线性空间V,当我们用不同的办法来- 
定义它的内积时，所得的欧氏空间认为是互不相同的. 

有限维的欧氏空间 

设 y 是一个„维欧氏空间，而 

是它的一组基.令 

(£i ,£i) (e t ， e 2 ) … (£i ,ej ' 

(^2 » ^ (氐2，広2) ••• (氐2，匕） 

G - . • • ， 

• • • 

• • • 

称 G 为内积 (《，/?) 在基^，£ 2 ，…，下的度量矩阵，它实际上就是 
对称双线性函数 (a W) 在这组基下的矩阵•因此，它必定是一个实 
对称矩阵.而且有 

1. 内积(《，/?)在任一组基下的度量矩阵都是正定矩阵； 

2. 如果 U，/?) 在另一组基％，72，•••，％下的度量矩阵为 G = 
((仏，1))，而 
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(7”72 ，…， ％) = (q ， e 2 , …， e n ) r r ， 

则即内积在不同基下的度量矩阵互相 合同； 

3. 内积可用其度量矩阵 

G= (g,j ) , g, 7 ~-= (e l9 £j) (/, j= 1 , 2 , ••- ， n) 

表达 如下： 

n n 

(a,fi) = X l GY= ^ » 

7=1 1 

其中 

a=x ] e i -\-x 2 e 2 ~\ - \~x n e n , 

^ = 3 , l £ l+3 , 2 £ 2'H - 

上面三条都是把第六章中关于双线性函数所获得的一般结论 
应用于内积 U，/?) 这一特殊的双线性函数而得到的. 

现在我们给出有限维欧氏空间V中的类似于三维几何空间 
中的直角坐标系的一个重要概念.我们先证一个命题. 

命题 1. 2设欧氏空间 V内 s 个非零向量七 ，of 2 ，•••，《,两两正 
交，则它们线性无关. 

证若 

k ] a x -\-k 2 a 2 -\ - \~k s a s =^0, 

两边用 = 1 ，2,…， S) 作内积，有 

ki Oi ， a,)+ 々 2(a 2 ， a,)H - h k s ( a s , « T ) = k { (o,, a r ) — 0. 

因 a 关0,故关 0, 即有也 = 0 .这表明〜，七，…， A 线性无关. 

I 

定义 n 维欧氏空间V中〃个两两正交的单位向量 

£ 19 £ 2 ^" 9 €„ 

称为V 7 的一组标准正交基. 

由命题 1. 2知，标准正交基是V的一组基.显然，V内《个向 
量 ei,e 2 ，…，是一组标准正交基，等价于 

(e, ，〜 )= 〜 (i , ••• jn ), 

即等价于内积 U4) 在这组基下的度量矩阵是单位矩阵 £. 
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上面例 1 中已给出淡 n 中的一组标准正交基. 

下面我们讨论有关标准正交基的几个问题， 

一、 标准正交基的存在性 

设V是;2维欧氏空间，在V内任取一组基 

fl，f 2 , … ，乞， 

已知内积在这组基下的度量矩阵 G 是一个正定矩阵.由第六章命题 4. 1 
知， G 合同于单位矩阵，即有实可逆矩阵 7M 吏： TG：T = £ •令 

(£i ,£ 2 ,***, e n ) = (6 i ，？2,… ，氕 ）了， 

则（《，/?)在基 A 々，•••，&下的度量矩阵为£，从而 £l ，e 2 ，…， G 是V 
的一组标准正交基.这证明任一有限维欧氏空间都存在标准正交 

基. 

二、 两组标准正交基间的过渡矩阵 

定义 设淡上一个 n 阶方阵 T 满足 

T r T = E ， 

亦即 T ' 二?’- 1 ，则称 T 为正交矩阵. 

显然，定义中的 rr = E 也可换成: r:r =£. 

例如二维几何平面上两个直角坐标系的坐标变换矩阵 

I cosd —— sin 汐' 

T =. 

sin 汐 cos 汐， 

就满足: rr=£ ，所以这是一个二阶正交矩阵.对一般有限维欧氏 
空间，我们有与此相应的结论. * 

命题 1.3 在〃维欧氏空间 v 内给定一组标准正交基 

£] ，広2， •• • ， G ， 

令 

(7 i ，72，".，-7”）= ( e i ， e 2，...， h ) T ，. 

则，…，％是一组标准正交基的充分必要条件是:了是一个正 
交矩阵. 

证 （i) 必要性.若 U2, …，％ 与 ei，Q， …， 都是标准正交 
基，则 （a，W 在这两组基下的度量矩阵都是£，而且它们 合同: 
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tw /^尺， 即，于是 r 1 ，即 r 为正交矩阵. 

( ii ) 充分性.若: T 是正交矩阵，则了可逆，于是 m 
也是 V 的一组基. U ，/?) 在这组基下的矩阵 G 与它在 ei ， e 2 ，… ，匕 
下的度量矩阵五 合同 ： G = r '£： T ^： r 7\£. 故 I ，仏 ，…，仏是 V 
的一组标准正交基 ，I 

命题 1. 3给出了正交矩阵的一个等价定 义：正 交矩阵就是标 
准正交基之间的过渡矩阵.下面再给出一个等价表述.设 



如果我们把 r 的行向量组 

a, = ( 久 | ， t i2 … , ti n ) U = 1 12, *•*,«) 

看作欧氏空间中的一个向量组，则 TT ' =£ 等价于 

( a , ， 〜 ） ==心 （/， j = 1，2，… ， w ). 

即 ％， a 2 ，…，是穿的一组标准正交基 • 同样地，把正交矩阵 : T 
的列向量组看作 .领" 中的一个向量组，那么 TT ^ E 等价于这个 
列向量组构成淡”的一组标准正交基.所以，我 们有： 

命題 1.4 淡上一个 n 阶方阵: T 是正交矩阵的充分必要条件 
是:: T 的行或 列向量 组构成 欧氏空间淡”的一组标准正交基. 

如果用： T 的元素把它的正交性具体写出，就是 

tnt n +ti 2 t }2 H - \-t in t jn = d i} \ 

tut Xj -\rt Zi t 2 j H - h t n it n j = 

上面两组关系式中只要有一组成立(即 TT = E^TT = E 中有一 
式成立），则： T 就是正交矩阵，此时另一组关系式也随之成立. 

三、标准正交基的求法 

下珂我们介绍具体寻求欧氏空间 V 的标准正交基的办法，这 
个方法通常称为 施密特 ( Schmidt ) 正交化方法. 

我们把问题提的更一般一些 :给定 V 中一个线性无关的向量组 
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a { ^a Zn •••，《、• V i ； 

要求作出一个新向量组 

£ i ， e 2 ，…，， （ I ) 

满足如下两个条件. • 

( i ) 人 （ e 】 ，… ， e ,) 二/>(%，…， a ,) (?. = 1，2，…， s ) ; 

( ii ) £l ， e 2 ， … ， e, 两两正交. 

向量组 U ) 可用如下办法给出 

， 

( a 2 ， q ) 

£2 = ^ _ (^) £ - 

( A ， e i —) ( A ，£^;) 

£3 二 11 A ~ ~ \^2 ^ 

(£”£】） （ e 2 ， e 2 ) 


0, + i ， e!) (a r+! t e 2 ) (a r + 1 f € r ) 

7^7 £2 ^ T £l ， 


(a s ， £j) (a”e 2 ) (a sf e s _i) 

不难看出，上面构造出来的向量组 t ， e 2 ，…， e , 具有所要求的 条件： 

( i ) 把上述等式右方带负号的项移到左端，即可看出向量组 
( I ) 的前/ 个向量 A ，…， a , 可由向量组 （It ) 的前/个向量 ei ，…， e , 
线性表示.反过来，因为4=^，而 

n ㈣ en ㈣ a " 

(^1 ,£]) ( e } ,£,) 

由此递推不难看出&，•••，£,可由 a M ..., a r 线性表示，于是两个向 
量组等价.即 

LUi ，… ， e f ) 二人（％，•“，&) (/ = 1，2，… ， s ). 

因为 A ，…，线性无关，从上式可知 ， € i ，…， e [ 也线性无关，因而其 
中不会出现零向量，故 ( e , A ) 关0.在上面的公式中用它们作分母 
是有意义的.‘ 
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( ii ) 显然有 


( e 2 ，£]) = (々， ei ) — 


( a 2 ，£】） 


(£ l ，£] ) = 0. 


利用数学归纳法不难 证明: e , + 1 与每个 £ l , e 2 ，…， e , 正交，从而 £l ， 


&，•••，£,两两正交. 


如果在 V 中任取一组基 


利用施密特正交化方法求得 

^1 ，広 2，…，€«， 

这是 V 的一组基，两两 正交. 只要把每个向量 e ; 单位化之后，即得 
V 的一组标准正交基. 

例 4 在欧氏空间淡 4 中取定一组基 


q = (1 ，1，0,0) ; a 2 ( l ，0，1，0); 

«3=( — 1 ， 0,0 ， 1); a 4 =(l ，一 l ，一 1 ， 1). 
把它们正交化 

=〜= (1 ，1 ，0,0)， 


/ ( a 2， e ’ i ) ， 

e 「〜 （ e;，£;) £l - 

+，-+， l ， oj ， 

Z L / 

£ > — a ( A ’ O ， 
3- 3 (£；,€；) 1 

(«”《）， 

(44)。— 

( 111^ 
( m ，' 

/ ( a 4,0 f 

一 4 

( a ”4) , 
(4,4) e2 

(a 4 ， e’ 3 ) , 

—(1 » 一 1，一 1，1) 

• 



再把每个向量单位化，得 


£ 1 = 如 =( 古 ，*，。’°)’ 

€ 2 = jh €， 2 ^\ Vf 9 ~ vf f Vf 9 °i 9 

— 1 ,」 — _1_1_1_ 

(「间叫 /IT /IT /IT /l2 
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这就得到.资 4 内的一组标准正交基.如以它们为列向量（或行向 
量)排成一个四阶方阵 



那么，按命题1.4,这是一个正交矩阵， = 
例 5 在省 [ X ] 4 内定义内积 

U ， g)= fCz)g(x)dx 
Jo 

使之成一欧氏空间.给定线性无关向量组 

1, X , X 2 , 


把它正交化 

£’ 1 = 1， 




X — 





=x 2 -x+~. 

D 

于是得到 ^[ X ] 4 中与之等价的两两正交向量组 

1 ， X — — , X 2 - x + -^-. 

四、在标准正交基下内积的表达式 

设 V 中取定一组标准正交基 


広1，広2 ，…， h ， 

(£, (l , J—\ ,2 , "* »«). 

八 

叩 

a = x x e x +x 2 e 2 H - hx„e„, 

- 

则有 

n n n n 

. (a ， /5)= 2 2 ( e ^ e j^<yj = 2 

，— 1 )=| ? - 1 ；—] 

= x x y ] +x 2 y2^ - \-x n y„. 

因此，在标准正交基下内积恰好等于两个向量的对应坐标相乘再 
相加.这与三维几何空间中向量内积在直角坐标系下的计算公式 
相符. 


"正交补 

设 V 是一个《维欧氏空间， M 是它的一个子空间.定义 V 的 
一个子集 

A/I = { aev | 对一切 有 ( a ， 灼二0}， 

称 M 丄为 M 的正交补.显然， M 1 关于 V 中向量的加法以及数乘运 
算是封闭的，故 Mi 也是 V 的子空间. 

命题 1.5 设 M 是 n 维欧氏空间7的一个子空间，则 V 可分 
解为 A / 与 Mi 的直和 

证设,由正交补的定义，有 U ， a ) = 0. 所以《 = 
0. 这说明 {0} ，即 M + M 1 是直和.取 M 的一组标准正 
交基^， …， ^，扩充成 V 的一组标准正交基(根据施密特正交化方 
法，这总是可以办到的） 

鳥验证，…，于是 

， … ， e r ) + L(e r n ， … 丄 » 
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即 F 二 M+M 夂所以 I 

推论 《 维欧氏空间 V 中任一两两正交单位向量组 

^1，芑2， • • ♦ ， t 

都可扩充成 V 的一组标准正交基. 

证 命 V 二 M ㊉ M 1 . 再在 内取一 

组基，按施密特正交化方法先把它正交化,然后再单位化，得^ +1 ， 
…， £r ■，则 

e! ， … ， e”e,+ , ， … ， e„ 

是 V 内一个两两正交的单位向量组，即为 V 的一组标准正交基 . I 
最后，我们简单介绍一下欧氏空间的同构概念. 

定义设 ， V 2 是两个欧氏空间.如果存在 R 到 V 2 的一个 
映射〃，满足如下 条件： 

( i ) a 是 K 到 R 的线性空间同构映射 （ S 卩 a(a + /?)- a ( a ) 
+ a (^,( T ( ka ) ^ ka ( a ) ，且 J 是 K 到 的——映 射）； 

( H ) ^保持内积关系，即对任意有 

(cr(a) ,cr(/3)) — (a,(3). 

则称 c 为欧氏空间到欧氏空间 F 2 的同构映射.此时称与 

V 2 同构. 

同构的欧氏空间具有相同的代数性质和度量性质.如果其中 
一个是有限维的，那么另一个也一定是有限维的，且两者维数相 

同. 

现在设 V , ， F 2 是两个72维欧氏空间.在％内取一组标准正交 
基 ew •，匕 ，在 V 2 内取一组标准正交基£;，<，…， e :. 定义 R 到 
V %的映射 <7如 下:若 

a=^a i £ ] +a 2 e 2 -i - Ha w e„, 

则令 

a(a) =ai£\ +tz 2 e’ 2 -| - ha„el,. 

容易验证， 〃 是 K 到匕的欧氏空间同构映射(具体验证留给读者 
作为练习）.因此，对于有限维的欧氏空间来说，只要维数相同就彼 
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此同构.特別地，任一 n 维欧氏空间都与欧氏空间琢”同构. 


习题一 


1- 设 A 是 n 阶正定矩阵.在中定义二元函数 UJ ) 如下: 
若 

“= O ! ，: r 2 ，…， xj ， P = (: V ! ，： v 2 ，…， 30 ， 

则令 

O，/?) =aAp. 

证明： 

( i ) ( a ，/9) 满足内积条件 ( i ) 〜 ( iH )， 从而淡”关于这个内积也 
成一欧氏空间； 

( ii ) 写出这个欧氏空间的哥西-布尼雅可夫斯基不等式. 

2. 在 M n (%) 中考虑全体《阶对称矩阵所成的子空间7.在 F 
中定义二元函数 如下： 

( A ， B )= Tr ( AB ). 

证 明:这 个函数满足内积条件，从而 y 关于它成一欧氏空间. 

3. 在欧氏空间现 4 中求向量的 夹角： 

(1) «=(2， l ,3,2)， y 9=( l ，2，一2， l ); 

⑵ a =( l ,2,2,3)，/?=(3， l ，5, l ); 

(3) a =( l ， l ， l ，2)，/?=(3， l ，一1,0). 

4. 证明： 在欧氏空间中两向量 a ，/? 正交的充分必要条件是： 
对任意实数~有 

\ a + t ^\^\ a \. 

5. 在欧氏空间1/内 证明： 

⑴ |a+/?K|a| + i ^|； 

(2) 令 /?|，则 

d(a 9 7)^d(a^)^rd(^7). 

6. 在欧氏空间现 4 中求一单位向量与 


«=(1，1，一1，1)， /?=(!,-!,-1,1), y =(2， l ， l ，3) 
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正交. 

7. 设，…， 〜是欧 氏空间 V 的一组基， 证明： 

(1) 若 (/?， a ,) = 0(/= 1，2，…，”），则 P = 0 ' 

(2) 若(/^ ， a , ) = (/5 2 ， a ,)(/+ = 1，2,…， n ) ，则 P \= Pi - 

8. 证 明：欧 氏空间 V 的任一子空间 M 关于 V 的内积也成一 
欧氏空间. 

9. 设£, , e 2 , e , 是三维欧氏空间中一组标准正交基，证明： 

= y (2£[ + 2 e 2 — £ 3 ) ^ 

= 了 （2 e l — e 2 + 2 e 3) ， 

”3 = 了（広 I — 2^2 — 2^3 ) 

也是一组标准正交基. 

10. 设 £1 3 2 ，£ 3 ，£ 4 ，£ 5 是五维欧氏空间 V 的一组标准正交基, 

而 . 

«1^£]+£ 5 » a z = E x — e 2 + e ^ » 3 = 2 e ] + e 2 + e ” 

求 L ( a M a 2 ，《 3 ) 的一组标准正交基. 

11. 求齐次线性方程组 

( 2^1 + x 2 — x 3 + x 4 — 3 x 5 = 0， 

( :^十 :^— A + = 0 

的解空间(作为欧氏空间淺 5 的子空间）的一组标准正交基. 

12. 考虑欧氏空间 C [一 7 t ，7 t ] (参看本节初2)，在其中给定向 

量组 

1， cos ： r ， siru :， cos 2: r ， sin 2 x ， …， coswx ， sinnx . 

证明： 

(1) 这个向量组的向量两两正交； 

(2) 求这个向量组生成的子空间 M 的一组标准正交基. 

13. 在淡 [ X ] 4 中定义内积 
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if ， g 、= f ( x ) g ( x ) dx , 

J - 1 

试求出它的一组标准正交基. 

14< 在欧氏空间淡 4 内给定向量组 A，a 2 ，〜，利用施密特正交 
化方法先把它正交化，再单位化. 

(1) ^ = (1,2, —1,0 )； a 2 =(l ，一 l ， l ， l); 

a 3 = ( ~ 1，2，1，1). 

(2) a,-(2,l,0,l); %=(0 ， 1 ， 2,2) ; 

^3~ ( 一2，1，1，2). 

15. 设V是 n 维欧氏空间，《是7中一固定向量. 

(1) 证明： 

M ={(3 eV \ i ^, a ) = 0] 

是 F 的一个子空间； 

(2) 证明当 时 dimM=n —1. 

16. 设々，々，…， a, 是欧氏空间 F 内一个向量组，令 

.( 弋 ，％) (a x ,a 2 ) … ,a s )' 

(^2^1) (a 2 ， a 2 ) … (a 29 a s ) 

D = , 

« • • 

• • • 

(or”％) ( a s , a 2 ) … ( a x , a s ) ^ 

证明: 《i，a 2 ，…， ^ 线性无关的充分必要条件是 D ^ O . 

17. 给定两个四维向量 

/ 1 2 n 2 ] 

叫 j， 0 %， 



求作一个四阶正交矩阵: r ， 以 a ， a 2 作为它的前两个列向量. 

18. 证明： 实上三角矩阵为正交矩阵时，必为对角矩阵，且对 
角线上的元素为士 1. 

19. 设乂是一个 w 阶实方阵， MI 40. 证明乂 可分解为一个 
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正交矩阵 Q 和一个上三角矩阵 

^11 尤 12 … 

t'12 ••• ^ 2n 

T = . . (LX)，/: 1 ， 2,… ， w) 

费 • 

• • 

i ) 

、 j 

的 乘积 : X = QT . 并证明这种分解是唯一的. 

20. 设 d 是〃阶正定矩阵，证明存在一个上三角矩阵: T ， 使 X 
=T'T. 

21. 设 /(«) 是 n 维欧氏空间 V 内的一个线性函数，证明在 V 
内存在一个固定向量/?，使对一切有 

f(a) = (a,j3) t 

§2正交变换 

在这一节里，我们研究欧氏空间中的一类重要的线性变换. 
定义设4是欧氏空间 V 中的一个线性变换，且对任意 a ，/? 
有 

( Aa , A ^) = , 

则称4是一个正交变换. 

由于正交变换保持向量的内积不变，因而它保持向量的长度 
和夹角不变 ， sp 

\Aa\ = \a \ , 

<CAa , A/?> = <a,/?> , 

特别地，若《丄 A 则如丄 A /3. 

命题 2.1 设 A 是 n 维欧氏空间 F 内的一个线性变换，则下 
列命题互相 等价： 

( i ) A 是正交 变换； 

( ii ) 对任意 KF ， 有 I 如 I = | a | ; 

( iii ) 若 e ,， e 2 ，…， e „ 是 V 的一组标准正交基，则 Ae !， Ae 2 , …， 
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Ae n 也是 V 的一组标准正 交基； 

( iv ) 4在 V 的某一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵. 

证 采用轮转的证法. 

显然 • 

按假设，有 

I Ae, | = | e ( - 1 = 1 (?’ = 1 ， 2,…，”）. 

下面只要证(紅 = 即可.因 

|4( e ,+ e ,) | = | e ,+ e ; | , 

所以 

( A ( e , + ~) , A ( e r + £ ; )) = (£,+£,,£,■ + £,). 

展开，得 

( A £,, Ac f ) + 2 ( Ae , , Ae ; )+ ( Ae ； ， Ae ；) 

=( e ,-, e ,) + 2( e ,， e ;) + 

故有 

(Ae, ， Ae ; ) = (e, ,e ; ) = 0 (i 7 ^ 7 ). 

( iii ) A ( iv ): 若 e lt e 2 ., — , e w ^ V 的一组标准正交基，则 Ae , , 
Ae 2 ，…，也是一组标准正交基.而 

(Ae { ， / le 2 ， … ,Ae M ) = (ei 々， … ， e„)A 
现在 A 既是线性变换 A 在基 q ， e 2 ，…心下的矩阵，又是这两组标 
准正交基之间的过渡矩阵，由命题 1. 3知， A 是一个正交矩阵. 

( iv ) ^( D : 设4在标准正交基 q ， e 2 ，…， t 下的矩阵 A 是正 
交矩阵，由命题 1. 3知， A e ] ，4 e 2 ，…， Ae „ 是 V 的一组标准正交基 
对任意命 

0 (= 0 :^^ + x 2 e 2 + •** + x „£„, 

P =^ y i e l + y 2 e 2 -\ - \- y n £ r ,. 

以 A 作用于上式两端，得 

Aa —^ 1 Ae 1 + x 2 Ae 2 H - \- x n Ae n , 

Al3 = y l Ae } J ry 2 Ae 2 -\ - \-y n Ae n . 
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〆 


所以 


( Aa , A /?) —+: r 2 ： y 2 + … + x „3^= ( a ，/3). 

即 4 是正交变换 .暴 

命题 2. 1 给出了正交变换的四种互相等价的说法，其中每一 
种都可以用作正交变换的定义. 

设 F 是一个〃维欧氏空间，命 O ( n ) 表示 F 中全体正交变换 
所成的集合.我们有 

命题 2. 2 O ( n ) 具有如下 性质： 

( i ) EeOin ); 

( ii ) 若 则 A 矜 GO ( n ); 

( iii ) 若 AGCKn )， 则 A 可逆，且 AMeO ( n ). 

证 （ i ) 是显然的.只证 ( ii ) 与 ( Hi ). 

( ii ) ； 对任意有 

(ABa,AB^) = (A(Ba) ,A(fi/?)) = = {a^) t 

故是正交 变换. 

( iii ) ： 正交变换 4 在任一组标准正交基下的矩阵都是正交矩 
阵，而正交矩阵都可逆，故4也可逆.对任意 a ，/? ev % 有 

(a,/9)-(Ea,£^)-(A(A' l a),ACA- i /?)) 

=(A 

即 / T 1 是一正交变换 .■ 

一个非空的集合 G ， 如果其元素之间存在着乘法运算，且这种 
乘法运算满足结合律，又具有命题 2.2 中所列举出的性质,那么， 
在代数学中把这样的 G 称为一个群(这里不给出其严格的定 义). 
因此， 0(〃） （关于线性变换的乘法)是一个群，称为 w 阶正交群，它 
在理论物理等领域中具有重要的意义. 

现设正交变换 A 在 F 的一组标准正交基 q ， e 2 ，… A 下的矩 
阵为儿则 A 是正交矩阵，凡 V =五，故 

= 丨 = Ml 2 二 l£|=l. 

于是 | A 丨二 ±1. 4在不同基下的矩阵是相似的，而相似矩阵具有 
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相同的行列式，所以，如果 A 在某一组标准正交基下的矩阵的行 
列式为+ 1，则它在所有标准正交基下的矩阵的行列式都是+ 1，此 
时4称为第一类正交变换（或称为 V 内的一个旋转).如 M I = 

一 1，则4称为第二类正交变换 • 


习题二 

1. 设4是欧氏空间 V 内的线性变换，不用命题 2. 1,直接证 
明:若 A 保持1/中向量的长度不变，则它保持向量的内积不变（从 
而也保持两个非零向量间的夹角不变).这样 M 就是 V 内的一个 
正交变换， 

2. 设 A 是欧氏空间 F 内的一个正交变换，证 明：若 4 2 = £，则 
(Aa，/?) = (a ， A/?). 

3. 证明正交变换的特征值只能是士 1. 

4. 设7是〃维欧氏空间 V 内的一个单位向量，定义 V 内一个 
线性变换 如下： 

Aa =«—2(7， a )7 V ), 

称这样的线性变换 A 为一个镜面反射. 证明： 

(1) 4是正交变换； 

(2) 4是第二 类的； 

(3) A Z = E ； 

(4) 设 B 是 V 内一个第二类正交变换，则必有 

B = A • Bi ^ 

其中 A 是 V 内的一个第一类正交变换. 

5. 设 V 是一个《维欧氏空间, V 中一个正交变换 A 有特征值 
义。=1，且1，证明 A 是一个镜面反射. 

6. 设 A ， or 2 ，•••，& 和爲， /? 2 ，… ，怂是 w 维欧氏空间 V "中两个 
向量组，证明存在一个正交变换使 

Aai — /?, (/=1 ， 2,… ， s) 


的充分必要条件是 



( a ,， a 7 ) = (/9,，/9 ; ) (/，）=_!， 2,…， 5). 

7. 证明： 奇数维欧氏空间中的旋转必有一个特征值 A = l . 

8. 证明 :第二 类正交变换必有一个特征值 々二一 1. 

9. 设是欧氏空间中两个不同的单位向量，证明存在一个 
镜面反射使 Aa =/3. 

*10. 证明：《维欧氏空间中任一正交变换都可以表成一系列 
镜面反射的乘积. 

11. 设4是〃维欧氏空间 V 内的一个正交变换， M 是 A 的一 
个不变子空间，证明 A / 的正交补 Mi 也是4的不变子空间. 

’12. 设 A 是欧氏空间 V 内的一个变换，对任意有 
= (>，/?)，证明是一个正交变换. 

§ 3 对称变换 

在这一节里，我们研究欧氏空间中另一类重要的线性变换， 
定义设4是 n 维欧氏空间1/内的一个线性变换，如果对任 
意 有 

( Aa ,/9) = ( a , A /9), 

则称4是一个对称变换. 

下面的命题说明了把这种线性变换称为对称变换的理由. 

命题 3.1 设 A 是 tz 维欧氏空间 V 内的一个线性变换. 则有： 

( i ) 如果 A 是一个对称变换，那么，它在 F 的任一标准正交 
基下的矩阵都是实对称矩阵； 

( ii ) 如果 A 在 V 的某一组标准正交基下的矩阵是实对称矩 
阵，则4是对称变换. 

证分别证明这两条结论. 

( i ) 设是 V 的一组标准正交基.又设 
( AC ]， Ae 2 ， … , Ae n ) = ( e t ， e 2 ，"*， e „ M ， 

其中于是 
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+a 2l ^2 H - \~a rtI e n . 

( Ae , ， e ， ） = （ e , ， e ,)= 〜，， 

(e, ， Aej 、 =a”ie, ,£,)= a, r 

即有 

aji = (Ae,<,e J )= (e, ,Ae ; ) =a tJ (/，y = 1 ， 2,.•• ， w ) ， 

故 A 为实对称矩阵. 

( ii ) 设 A 在标准正交基 t ，&,*_•，& 下的矩阵 4=( 〜)是实对 
称矩阵.与 ( i ) 的证明相同，有 

(Ae, ,£ ; ) =a } , , (e , ，厂 

故 

(Ae, ，~) = (e t ,Ae } ) (/，_; = 1 ， 2 ， … ， w). (1) 

对任意设 

J a = jc } e } + x 2 £ 2 -\ - \~ x n £ nf 

^=y^i+y 2 ^ 2 ~i - \~yn^n- 

则 

n n n n 

( Aa ，/3)= ^ x k Ae k , ( Ae ^ . 

k = 1 / — 1 I i — 1 / — 1 

n n n n 

(a,A^) = i ^Jo^k j 私卜 2 S (^k^Ae^Xkyi. 

• i—1 l— 1 i—1 /—I 

根据⑴式，有 04 a ，/?) = U ， 邱），即 4 为对称变换 .■ 

命题 3. 1说明，当取定 V 的一组标准正交基 之后少 中的全 
体对称变换所成的集合和〃阶实对称矩阵所成的集合之间就可以 
建立起一一对应的关系.因而，在研究对称变换时可以利用实对称 
矩阵的性质;反之，研究实对称矩阵时也可以利用对称变换的结 
果，这两者相辅相成. 
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对称变换的基本定理 


我们证明.•对 W 维欧氏空间 V 内的-个对称变换 A ， 我们一定 
可以找出一组标准正交基，使4在这组基下的矩阵成对角形.这 
就是对称变换的基本定理. 

命题 3. 2实对称矩阵4的特征值都是实数. 

证 Z 的特征多项式 /(A)= |A 五一 /I | 在复数域内的任一根 
设为我们 证明々 必为实数. 

设 X 为复的; 2 维列向量， X 尹 0, 满足 

AX = A 0 X . (2) 

两边取复共轭，再取转置 • 因为五灭是把 A 的每个元素取复 


数共轭所得的矩阵 ，叉亦 然），，=乂，有 


XM-Ao X \ 


两边以 X 右乘，得 


X ' AX =\ X h X . 

(3) 

再以$左乘等式(2)，得 



(4) 

比较 (3) 与(4)，得 


AoX ^ X - Ao ^ X . 

(5) 


因为是 X 分量的模的平方和，即 


/1=^| 2 +|1 2 | 2 +… +M 2 ， 

而 X 共0,故 X ^ X ^ O . 由 （5) 式即得 Ael ， 于是， Ao 为实数 . | 

推论 欧氏空间 V 内任一对称变换4至少有一个特征值. 

证 4在某一组标准正交基下的矩阵 A 为实对称矩阵，由命 
题 3. 2知， A 的特征值全是实数，因而全是 A 的特征值.故 A 至少 
有一个特征值 . I 

命题 3. 3设 A 是欧氏空间 V 内的一个对称变换，则 A 的对 
应于不同特征值 A ,， A 2 的特征向量$，匕互相正交. 

证 根据命题的条件八，且 
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A 夯 1 — A ]^ i » Ah 二 A 2 ^2* 

于是 乂 1 (* fl ，？2) = ( A <?! 3 ^ 2 ) — (^1， Af 2 ) = 乂 2( fl ，匕) . 

移项，得 

a 广 々）（ u) = o. 

因 A — 々尹 0 ,故 ( f !， 匕 ）= o . _ 

命题 3. 4 设 A 是;2维欧氏空间7内的一个对称变换， A a 是 
A 的一个特征值是对应于 A 。 的特征向量.命 

M ={ aeV \( a ^) = 0} , 

则 M 是4的不变子空间，且 dimM=n — l . 

证对任一 aGM ， 有 

(Aa,^) = (a,A^) = A 0 (fl*,f ) = 0. 

即 AaeM . 故 M 为4的不变子空间.把芒扩充为 V 的一组基 

芒 l = f ， &， •••，€. ; 

利用施密特正交化方法先把它正交化，得到 V 的一组两两正交的 
基 


，芭 2 ，…， Erj . 

其中.显然， e 2 , …名 6 A /， 所以 LU 2 ，…，•反之，对任 

一 aGA /， 设 a = a l £ l + a 2 e 2 -\, - h <2„ e „ ，则0二（《，£!) = a , ( e ! ，£】），'由 

此得 a ! = 0,即 aGL ( e 2 , …，£„)，于是 M = L ( e 2 ，…，£„).故 dimM = 

w —1. ■ 

下面我们证明本章的主要定理. 

定理 1设 A 是 n 维欧氏空间 F 内的一个对称变换，则在 F 
内存在一组标准正交基，使4在此组基下的矩阵成对角形. 

证 对 V 的维数 n 作数学归纳法. 

n = l 时命题是显然的.现设命题对 n — 1维的欧氏空间成立， 
证明它对〃维欧氏空间也成立. 

从命题 3. 2的推 论知: A 在 V 内必有一特征值私设对应于々 
的单位特征向 量为％ ，即 

A?i ~ ^\V \ » (7i ， 7!) = 1. 
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命 


由命题 3.4 知， M 是 A 的”一 1维不变子空间 . M 关于1/的内积也 
是一个欧氏空间， A 限制在 M 内也是一个对称变换.根据归纳假 
设，在 M 内存在一组标准正交基，使 

A 7,~(/ = 2,3,…，"）. 

现在向量组 7 i ，7 2 , …，％满足 

( H ) （“尸 1，2，…，”）， 

A ^, = A , 7, (/二 1，2, …， w ) ， 

故它是7的一组标准正交基，且 A 在这组基下的矩阵成对角形 .■ 
推论设 Z 是一个 n 阶实对称矩阵，则 存在〃 阶正交矩阵 
丁 ，使 

T—'AT = T'AT = D 

为对角矩阵. 

证把4看作〃维欧氏空间 V 内一个对称变换 A 在标准正 
交基4，£ 2 ，…， e , 下的矩阵.从定理1知，在 F 内存在标准正交基 
V ' ,%， …，％ ，使4在这组基，下的矩阵成对角形 D •令 

(7l ，々 2 ， … ， 7«〉= ( e i ， e 2, … ^n)T ； 

则 T 为正交矩阵，且 T ] AT==rAT = D . | 

定理2给定《个未知量^ ，: r 2 ，…， 的实二次型 

n n 

/= 2 ( a (> = a 

/ — 1 _; = 1 

则存在一个 n 阶正交矩阵7’，使在线性变数替换 X = 下二次型 

化为标准形 

+ A 2 z ‘+ …+ . 

且々,々，•••，&除了可能差一个排列次序外，是被/唯一确定的 • 
证二次型/的矩阵(叫)是一个实对称矩阵，根据定理 
1的推论，存在正交矩阵: T ， 使 
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T AT ^=D = 


fA, 1 

A 2 

1 i 

而 

x^^ry 

f =X ! AX '(TZyA(TZ) 

= Z , (TAT)Z = Z , DZ 

= X l z 2 ] +X 2 zl~\ - 

其中 々，々，•••，〗,, 是矩阵 Z 的全部特征值，除了排列次序可任意 
外，是由/唯一确定的 .i 

为着讨论正交矩阵7’ 的实际计算方法，我们先证如下的命题. 
命题 3.5 设 A 是 n 维欧氏空间 V 内的•一个对称变换， A ， A 2 , 
…， A , 是4的全部互不相同的特征值，则从每个特征子空间 
=1，2,…， 5) 中各取一组标准正交基，即可并成 V 的一组标准正 
交基，…，在这组基下的矩阵为对角形. 

证首先假定这样并成一个向量组7,，7 2 ,…，知.由命题 3.3 
知，这是一个两两正交的单位向量组.又根据命题 1. 3,它们线性 
无关.其次，从定理1知， F 内存在一组由 A 的特征向量所组成的 
标准正交基 £ l ， e 2 ，…，.因为每个 £,必属于某个'^ ; ，故 £ ,可被 ？1 ， 
%， …冬 线性表示.利用第四章命题 2. 1的 ( ii ) 知 ， w = n ，且，7 2 , 
…，％ 构成 V 的一组标准正交基.因为诸均为 A 的特征向量，故 
4在这组基下的矩阵成对角形 .i 

根据这一命题，只要把 A 的全部不同特征值找出来，对每个 A , 
找出的一组基(这相当于求一个齐次线性方程组的一个基础解 
系），再利用施密特正交化方法把它们分别正交化再单位化，-后 
并起来，就得到定理1中所说的标准正交基. 

推论设、是《维欧氏空间 V 内的一个对称变换， A 。 是 A 的 
一个々重特征值，则 = 

证设4的全部不同特征值为々，^，…，々，其重数分别为 
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A ， w 2 ，…，，则 w ! + w 2 + … + 〜 从命题 3* 5 知 = 
1，2,…， .0 .但 

dimV A +dimyA +**• +dimVA 二 n ， 

1 2 

故 dimVx ^ n , U = 1,2, ,. v ). I 

用正交矩阵化实对称矩阵成对角形 

给定 n 阶实对称矩阵/ I ，我们研究如何找出正交矩阵 T ， 使 
tat 成对角形.我们的办法 是:把 / I 看作某个《维欧氏空间中的 
一个对称变换在一组标准正交基下的矩阵，然后再使用前面从理 
论上获得的一般性结果来探讨 T 的计算法. 

为此，考虑欧氏空间沒％将其向量表成 〃X 1矩阵形式.定义 
其线性变换 如下： 

AX^AX (Xe^). 

淡”内有一组标准正交基 


- 1 、 


- 0 


[•0、 

0 


1 


• 

: 


， e 2 二 



0 

• 

# 


• 

* 


、0 , 


、0 ) 


、1 > 


显然在这组基下的矩阵即为故4是一个对称变换.根据定 
理1知，在淡内存在一组标准正交基 




I 

f 、 

t\2 ■ 


't u ' 

7i = 

h\ • 

# 

• 

• 

， l2 = | 

,22 

♦ 

• 

• 

，…，% = 

# 

• 

♦ 


,^n\ > 


J-nl , 


^nn ； 


使 


I 

'tv 、 

1 

t u 1 


| 

Arj , = Arji = A 

h , ■ 

• 

• 

• 

1 

=人. 

t‘u 

• 

• 

♦ 

. (6) 


rii ) 


j 

1 
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以％，7 2 ,…，作列向量排成一个 n 阶方阵 

^11 ^)2 … ^\n 

羞 21 ^22 … t 2 „ 

1 、=== f # ♦ # 

• • « 

• • ♦ 

^；M t n 2 ••• t， m 

从命题 1. 4可知， T 是一个正交矩阵.把 (6) 忒合并起来写成如下 
矩阵乘积形式 

' A , _ j [ A , ' 

AT = T 乂 2 . ， D 二 乂 2 • ♦ 

• • 

暑 • 

乂"， . 义” ， 

于是有 rM 7’ = Z ) 为对角矩阵(或者这样看，7’ 恰为 £ l ， e 2 , …，％ 到 
仏，？ 2 ，…，％的过渡矩阵， A 在这两组基下的矩阵分别为/ I 与 D ， 
从而 T 1 AT-TAT = D ). 

根据以上的分析，#根据命题 3. 5,我们得到矩阵: T 的计算方 
法 如下： 

1. 计算特征多项式 / U )=| A 五一 /1|,求出它的全部互不相同 
的特征根（全是实数 H ， A 2 ，…， A s . 

2. 对每个 A 求出的一组基.这就是求齐次线性方程组 

a , E ~ A ) X -0 

的一个基础解系 

X n , X , 2 ， …， X ' (?■ = 1，2,…， s ). 

3. 利用施密特正交化方法，在资 n 内把上面得到的每一个基 
础解系主交化后再单位化，得的一组标准正交基 

li ， 7,2，…， 7,' (/ = 1，2，...，5). 

4. 把所得 s 个正交单位向量组作为列向量组排成一个《阶方 
阵 T ， T 即为所求的正交矩阵.此时要注意的主对角线上 A ， A 2 ， 
…， I 的排列次序要与知的排列次序相对应. 

例1给定实对称矩阵 
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0 

1 



1 


0 


OJ 


求正交矩阵 7 \ 使 r AT 成对角形. 
解 G ) 求/的 全部特征值. 


I XE 一 A I = 


A -1 -1 1 

—1 A 1 -1 

-1 1 A -1 

1-1-1 A 


= ( A ~ l ) 3 ( A + 3 ). 


故/的 互不相同的特征值为 A ^ l , A 2 = - 3 . 

( ii ) 求每个特征值对应的线性无关特征向量. 
A ； — 1 ： 




A ]£ — A = 


一 1 
一 1 


1 -1 

1 -1 




移项，得 


1 一 1 — 1 r 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

.0 0 0 0 . 

X 2 JT3 + 工 4 0. 

Xi — Xl X3 


基础解系为(此时向量改写为行的形式，下面作正交化时较为方便) 

二（1，1，0,0)，叉32 = (1，0，1，0)， 


X 13 = (- l , 0 , 0 , 1 ). 


A 2 = — 3 ： 
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… 一 1 -3 1 — 1 

k 2 h 一 A = 

一 1 1 -3 一 1 

、 1 一 1 一 1 一 3 






0 

0 

0 

JT , 


0 

0 


x 


‘ r 2 


x - 


0 


0 




oJ 


3 x 4 = 0, 


+ _ r 4 = 0, 

x 3 + x 4 = 0. 


它的基础解系是 


X 2i = (lj 一 1 ，一 1,1) 


( ill ) 把 Xn ， X 12 ， X I3 正交化 


ai = Xii = (l ， l ， 0,0 )， 


a ! = x l2 - 

(^12 ) 

1 1 1 , A \ 

(«] ，％) ^ - 

It ，—？ 1 ， 0 )， 

a 3 

1 

(^13 ) 

( X | 3 > 0! 2 ) 

1 1 1/1 

/ v Ct 2 

( a ” a 2 ) 

\ 



再把％，《 2 ，〃 3 和 x 21 分别单 位化： 





厂1 


7t ,0, ° 


1 I 」 _1 ^ J 

72= M" 2 叫 TTTf )， 

1 —I —_ 1 _ 1 1 3 _ 

7 「 KT「/IT /IT /rT7^ 

. Y ，— Y ， Y 卜 

( iv ) 以为列向量组排成矩阵 
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则有 



/Y 

丄 

7 f 



0 


/12 


2 1 
八 /12 



0 


0 


/ I 2 



10 0 O ' 

0 10 0 

TAT^D= 

0 0 1 0 

-0 0 0 —z> 


下面，我们讨论如何将上面所得的结果应用于实二次型 


n n 

/= y] a > J ：r ^j (〜= 〜）. 

， = 】尸 1 

/的矩阵为/ = 因:为对角矩阵，故二次型/在可 

逆线性变数替换 X - TZ 下化为标准形 

X x z\- ] rX2zl J \ - \~K,zl ， 

这步骤通常称为用正交变换化二次型为标准形(或者说把二次型 
化到主轴上去).其计算步骤 如下： 

1. 写出二次型矩阵 

2. 求出正交矩阵 r ， 使：为对 角形； 

3. 做变数替换 x = tz 后二次型化为标准形. 

例2给定实二次型 

j — 2 xxx 2 -\-2x\x^ — Zx\x A 一 2 工 2 工 3 + 2x z x A ~ {- Zx^x ^ , 

用正交变换将它化为标准形. 


341 




解 （ i ) 写出二次型矩阵 


A 


0 


1 一 


0 —1 


-1 


( ii ) 求正交矩阵7’，使 TMr 


1 0 J 
/ 〕 为对角形.这已在例1中算 


出： 


T 


2 


0 


v ^6~ 

2 


6 


/12 


/12 


/12 


0 


0 


yi 2 


做变数替换 X = TZ : 


X, 


^2 


X 


^4 


: Z 


Z ‘ 


' /y /I2 


: d ; 之‘ 


:之厂― 


丄丨 1 丄 

2 /12 2 

2 , 1 1 
^2-i 7=^3 —-^-^4 


/6~ / l 2 


/12 


之3 + 7之‘ 


z\ J rz\ J rz\-~Zz\. 

习题三 

1•设 F 为”维欧氏空间，4与 A * 为1/内两个线性变换.如果 
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对任意有 


则称为 A 的共轭 变换. 证明： / i 与1在 V 的任一组标准正交 
基下的矩阵互为转置. 

2. 续上题.证 明：对 F 内每个线性变换其共轭变换是存在 
且唯一的，而且 (/T V = A .证明 A 是对称变换的充分必要条件是 

A* =A. 

3. 证 明：对 ^维欧氏空间 F 内任一线性变换 U + t 是一 
个对称变换. 

4. 设 A 是^维欧氏空间7中的--个线性变换，如果1 = 
— 1即对任意〜/?6[有 

( Aa ，/?) 二一 （ osA /?) ， 

则称4是一个 反对称变换. 证明： 

(1) A 为反对称变换的充分必要条 件是: A 在某一组标准正 
交基下的矩阵是反对称 矩阵； 

(2) 如果 M 是反对称变换4的不变子空间，则 M 的正交补 
Mi 也是4的不变子空间. 

5. 求正交矩阵7%使 TMT 成对角形. 

2 -2 0 ' 

(1) 4= 一2 1 -2 ； 

0 -2 0 , 


( 2 ) 2 


2 -2 
5 一 4 




-1 -3 

一 3 — 1 

(4) A = 

3 一 3 

-— 3 3 

1111 

1111 

(5) 4 = 

1111 
-1111 

6 . 用正交变换化下列二次型成标准形. 

( 1 ) / = x? + 2a'2 + 3^i, — ― 4x2^i ; 

(2) f — x \ — 2 x \ — 2.t\ — 4 .r ； x 2 4 .r ! .r ：i + 8x0X3 ； 

(3) / ~2 x 1 x 2 + 2 x 3 x 4 ； 

(4) f ~ x\-\~xl + X3 + X4 " — 2 x \ x 2 + 6 ^ ix 3 — Ax \ x a 

— \xiXz + 6 x 2 x 4 — 2 x 3 x 4 . 

7. 设 A 是 n 阶实对称矩阵，证 明: / l 正定的充分必要条件是， 
A 的特征多项式的根全大于零. 

8 . 设都是 w 阶实对称矩阵，证 明：存 在正交矩阵: r ， 使 
丁 - 1 AT = B 的充分必要条件是的特征多项式的根相同，且 
每个根的重数也相同. 

9. 设/，^是”阶实对称矩阵， A 正定， 证明： 存在一可逆矩 
阵 T ， 使和 TBT 同时成对角形. 

10 . 设 A 为正定矩阵， B 为实数矩阵. 

( 1 ) 证明 ：对于 任意正整数々，/也正定. 

( 2 ) 如果对于某一正整数 r 有/=凡4% 证明： 

AB = BA . 
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第八章西空间与满秩双线性度量空间 


在这一章中，我们研究实数域和复数域上线性空间中内积的 
更一般的定义方法. 


酉空间 

在有了欧几里得空间的知识之后，很自然会提出这样的 问题: 
能不能在复数域上的线性空间内设法定义内积，使它具有与欧氏 
空间相类似的性质呢？回答是肯定的，本节就解决这个问题. 

酉空间的基本概念 

定义设 F 是复数域資上的线性空间.如果给定一个法则， 
使 V 内任意两个向量《，/?都按照这个法则对应于 f 内一个唯一 
确定的数，记作(〜/?)，且 满足： 

(i ) 对任意 ，/? 6 V % 有 

+k 2 ct 2 ， P) = k t (a' ，卩 ) +k 2 (a 2 ，^) •， 

(ii) 取复数共轭），因此，对任意 
都是 实数； 

(iii ) 对任意 V , ( a ， a ) X )， 且 O ， a ) = 0<^=^> a =0. 

则称二元函数 ( a ，/?) 为 F 内向量的 内积.定义了这种内积的 
篆上线性空间称为酉空间. 

从内积的性质 (i) 与 （ii ) 可得: 对任意 a ，/ 2 e 嘗， 《，久， Aev ， 
有 

(«,/,/?, +AA)- h + / 2 ^a) 
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= 1\ (怂 ， a ) + “( jj 2 ， a ) 

=/, (/3j ,a) + l> (I3 2 ,a) 

=l\ (a ， 成 ） + l->(a ， l3 2 ). 

由此可以看出， U ，/5) 对第二个变元 /? 不是线性的，所以它不是双 
线性函数.这是酉空间的内积与欧氏空间内积的一个重要区别.其 
所以如此，是由于内积的性质 （ii )与欧氏空间内积的相应性质有 
不同，而性质 （ii ) 是保证 U ， a ) 为实数的必需条件.下面论述酉空 
间的- 些基本概念. 

—、向量的长度 

因为 U ， a ) 总是一个非负实数，我们定义 

|«| = /C^«) , 

称为向量〃的模或长度. | a | =1时， a 称为单位向量.我们有 :对一 
切 々 e 貧， 


\ka\ = y (Jza ， ka) — \J k k{a ^a) = | ^ | * |a|. 

由此即知，对任一非零向量《，了^^为一单位向量，我们称之为 a 

的单位化. 

二、 向量的正交性 

在酉空间内两向量的内积 O ，/?) 一般是--个复数，所以向量间 
没有夹角的概念，但却可以有正交的概念. 

定义一个酉空间 V 内两个向量《与#满足 （ a ，^) = 0 时称 
为互相正交，记作 a 丄 

注意(〃，#) = 0时自然有 

(/?,a) = O，/?) = 0. 

另外，显然零向量与任意向量都正交. 

三、 内积的存在性 

在有了酉空间内积的定义之后，自然会产生这样一个 问题： 

满足条件 ( i ) 〜 （ iH ) 的二元函数(《，/3)是否存在呢？我们现在对有 
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限维线性空间来回答这一 问题. 

设 V 是 I 上的„维线性空间，在 y 内任取一组基 


又设 

a = X ]£ 1 ~\~ •^'■>^2 I •*• ^ 

3 = 3 , 1 £ 1 + : V ， 2 e 2 + …+ 3M 

在 K 内定义二元函数 如下： 

0 ，夕） = x^i + + …+ Dm 

不难验证，这个二元函数即满足内积条件⑴〜 （ Hi ). 显然，这 
时有 

(e, ,£ ; ) = d,j U , j ^ 1 ， 2,… ， w). 

四、酉空间的标准正交基 

上一段的分析还给了我们这样一个启示，即在酉空间内可以 
有类似于欧氏空间中的标准正交基的概念.为了引进这一重要概 
念，我们先指出一个简单的事实. 

命题 1. 1酉空间 V 内两两正交的非零向量％，《 2 ,所 
餌成的向量组线性无关. 

这个命题的证明与欧氏空间中的相应命题的证明相同，留给 
读者作为练习. 

定义在 n 维酉空间 V 内 n 个两两正交的单位向量组成的 
向量组称为 V 的一组标准正交基. 

根据这个定 义氺内 w 个向量 ，…， G 是一组标准正交基， 
等价于 

(£, ,£ 7 ) — d tJ (/, j — 1 ,n). 

如果 ei ， e 2 ，…，是一组标准正交基，设 

. a = x.e, + x 2 e 2 + …+ X„£ n , 

^ = y^\ + #2 + …+ yn^n- 


则 
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( a ^)= I 

、 ；一 l .7 ， j : 


i - I 厂 1 


SIX 




s 




这就是在标准正交基下内积的表达式.它与欧氏空间中内积 


在标准正交基下的表达形式相似，只是现在第二个向量/?的坐标 
要取复共扼. 

五、标准正交基的求法 


在酉空间内有与欧氏空间相同的施密特正交化方法.给定酉 
空间内一个线性无关向量组 


a] ， “2， • •• ，。” 

令 


€ 2 = a 2 — 




1， 



(^+ i ，0 — (^, + 1 ，£ 2 ) 

(£”£〗） ei ( e ” e 2 ) & 



(£,，£,-) 



(«,.£] > (^， e 2 ) («,,£,-!) 

Hr (^) £l - (^) £2 d，- 

那么，同样有如下两条 性质： 

(i) LOi ， … ， £,)=/ 』（〜 ， … ， a,) G. = l ， 2, … ， s); 

(ii ) (e, ， e ; ) = 0 (/ 力 ). 

利用施密特正交化方法把一个有限维酉空间的一组基正交化 
后再单位化，就得到它的一组标准正交基. 

六、标准正交基间的过渡矩阵 

给定复数域上的一个《阶方阵/= (%).令 
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(即将 / i 的每个元素取复共轭). 

定义设 U 是一个^阶可逆复矩阵.如果则称 [/ 

是-个酉矩阵. 

如果把实数矩阵也看成一个复矩阵，它的每个元素取复共轭 
后没有变化.由此可知，正交矩阵当作复矩阵看时就是酉矩阵.所 
以，酉矩阵是正交矩阵的推广.在欧氏空间中两组标准正交基之间 
的过渡矩阵是正交矩阵，对于酉空间，我们有类似的结果. 

命题 1.2 设 V 是一个 n 维酉空间 ； ei , e 2 ，…，是 V 的一组 
标准正 交基; 是一个《阶复方阵.令 

(H ， ." ， 7«) = (e! ， e” … ， OU ， 

则 7 m 仍，…，仏是标准正交基的充分必要条 件是: U 是一个酉矩 

阵. 

证 （i ) 必要性 .若％ …，％ 是标准正交基，则 

(H) = A; (J，j = l ， 2n). 

设 U =( u t } ), U 的第）个列向量为7;在1，£ 2 ,…，下的坐标，而 
e ,, e 2 ,-, e , ( 为标准正交基，故 

(7,. ， 7p = u Xi u V} + U 2i u t} + + u m u n j = d, r . 

这表示即 u '= u - m 为酉矩阵. 

( ii ) 充分性.若 r 为酉矩阵，则 Rt /二五 .于是有 
(v, ， 7 7 ) = u Xi u X) + u 2i u Zj + ••- + u m u tl] == d i} . 

故 U2 ，•••，?,,为 V 的一组标准正交基 ■ 

酉变换 

定义设 <7是酉空间 V 内的一个线性变换，满足 
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( Ua . UP ) = ( a ^) (对一切 V ), 

则称厂是一个酉 变换. 

酉变换不改变向量的内积，所以 它应当 与欧氏空间中的正交 
变换有类似的性质.我们把这些性质概括为如下的命题. 

命题 1.3 设^/是《维酉空间 V 内的-个线性变换，则 F 列 
命题 等价： 

(i ) r 是一个酉变换； 

(h ) 对任意 aev ， 有|仏|二 

( iii ) f / 把标准正交基变为标准正交基； 

( iv ) 在标准正交基下的矩阵是酉矩阵. 

证类似于第七章命题 2.1 的证明，采用轮转证法. 

(i )=>( ii ). 显然 • 

(ii )々（山）.设是1/的 -• 组标准正交基.由假设 
知 | 以| = |(|=1，故只要证(以，仏;.对任意有 
( Ua . Ua ) = \ Ua \ 2 = \ a \ 2 = ( a , a ). 

以《=从七,代人上式，展开后消去两边相等的项，得 

k { Ue ,, Ue } ) 4- kiUejMe ,) =々(£,，〜）+ 石 ( e ” e ,) 二 0. 

取々=1及 i ，得 

(Ue^Ue,) + (Ue^UO = 0 
及 [( Ue ^ Ue ,) - i ( Ue ^ Ue t ) = 0. 

由此易知 O 7 e ,， t ^) = 0. 

( iii ) 4( iv ). 设 £ l ， e 2 ，… ，匕是 V 的一组标准正交基，在此 
基下的矩阵为 L ' 矩阵; 7 即是由基 e ,， e 2 ，…，到基 t / £ l ， t / e 2 ，…， 
Ue n 的过渡矩阵.由假设， t / ei ， i / e 2 , …，也 V 的一组标准正交 
基.根据命题 1. 2,即知 t / 是酉矩阵. 

( iv ) ^>( i ) •设在标准正交基 U 2 , …，£„下的矩阵 t / 是酉 
矩阵.由命题 1.2 知， f / £ l ， i / e 2 ，…，也是 V 的标准正交基.对任 
意的设 

a = 々 el 十 x 2 e 2 + ••- + jt 〆 ,,， 
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则 


? = Vi £ i 4- + •** 4- 

Ucc = £ I -\- x-AJ^2 ~h … j^'„U s, t ^ 

t//3 = + v 2 ^2 + *" + y„U e ^ 

由内积在标准正交基下的表达式，有 

{Ua.ljp) = + Ah + …+ U, = (« ， /5 )， 

即 V 是酉变换 .■ 

命题 1. 4 设 V 是一 个〃 维酉空间.令 [/(«) 表示 V 内全体酉 
变换所成的集合，则有 
(i ) EeU ( n )； 

(ii > 若则 

( iii ) 若 则卩可逆，且 r ] eil ( n ). 

证明留给读者作为练习. 

与第七章§ 2中的 0(〃） 一样， f / U ) 也是一个群，称为 n 阶酉 
群，它也有广泛的应用. 

下面，我们介绍酉空间中一个子空间的正交补的概念. 

定义设[是《维酉空间， M 是 V 的子空间.令 
M = {a ^ V | ( a , m ) — 0,对一■切 w 6 M } • 

称为 M 的正交补. 

容易 验证: AT 是 V 的子空间.我们有 

命题 1.5 

证在酉空间内，（《，《) = 0等价于因此， mhm x = 
{0}. 即 M + M 」 是直和.如果在 M 中取一组标准正交基 e !， e 2 ，…， 
扩充成 V 的一组标准正交基(根据施密特正交化方法，这总是 
可以办到的） ； 

,••• ，••• ，芒” • 

任给 aev ， 有 

« —(々 a + …+ k r e r ) + (々「+々+, + 〜+ k lt e n ) , 

其中 

々 i e i + …+ k r e r ^ M ；+ k rl e„ ^ M 
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故 Af+M L =y， 即 K = M ㊉ M 1 . I 

习题 


1 . 在 ipG ,, 中定义二元函数如 f 

V __ 

(J\g) = x ]/(々） 发（々）. 

k~ I 

证明它满足内积条件 ( i ) 〜（山>，从而篆[ X ],,关于此内积成一酉 
空间. 

2 . 在中定义二元函数如 下:若 

(a { ,a 2 ,-- ,a„) ； /? 二 （夂為 ，… A ), 

则令 _ 

(a,/?) — a i b l + “A + …+ “, A,. 

证明它满足内积条件 （i )〜（山），从而 C 关于此内积成一酉空 
间. 证明：一个〃 阶复方阵 U 是酉矩阵的充分必要条 件是: 它的行 
(或列）向量组构成酉空间貧 n 的一组标准正交基 • 

3. 在酉空间^中给定如下一组基 

a { = ( i , — l , i ); a 2 = ( 1,0, i ) ; a 3 =( l ， l ， l ). 

利用施密特正交化方法把它正交化后再单位化，求出嘗 3 的一组 
标准正交基. 

4. 在题1的酉空间 ^[ Xl 中，取 ” = 3,求出它的一组标准 
正交基. 

5. 证明 :酉变 换的特征值的模等于 1. 

6 . 证明酉空间的哥西-布尼雅可夫斯基不等式 

I O，/?) | < |a| • | 別， 

且等号成立的充分必要条 件是: a 与线性相关- 

7. 在酉空间中证明不等式 

|a + ^| < |a| + |^|. 

8 . 在酉空间中定义两向量的距离为 

= \a — 
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证明： 

(1) c / U ，/3)>0, 且 

(2) dia ，[3) 二 diP ， a ); 

(3) ^(«,7 Xc /( a ,/9)4-^(^, y ). 

9. 设 C / 是 n 维酉空间 V 内的一个可逆线性变换，证明 ：如果 
对任意 〜/? ev ， 有 

(Ua^) - (a ， t/- ! A )， 

则 f / 是一个酉变换. 

10. 设 U 为 n 维酉空间 V 内的一个酉变换，其全部特征值设 

为 A , ， A 2 ，…， A ,,. 证明： A , ， A 2 ， …， A ,, 是 i 7 _ 1 的全部特征值. 

11. 将一个复方阵分解为实部和虚部 

[J ^ p + [ Q 

(其中 P . Q 为实 n 阶方阵).证明为酉矩阵的充分必要条 件是: 
尸 ' Q 对称，且广 P + Q ' Q =£- 

’12. 证明下面矩阵是酉矩阵 



13. 证明任一个二阶酉矩阵 f / 可分解为 

fe'^i 0 ] / cos^ — sinf 卜 1<?3 0 

[ 0 e'^ J sinf cos<p / [ 0 e 叫 

其中为实数. 

§2正规变换与厄米特变换 

在这一节里，我们将把欧氏空间中的对称变换推广到酉空间， 
得到大致相平行的结果.但在这里，我们将从更一般的角度来观察 
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问题. 

首先给出酉空间中一组基的度量矩阵的概念. 

定义在 〃维 酉空间 V 内取定一组基 

令 

(7,，7_；)二尺,，（，，_/= 1，2, •••，"）. 

称 n 阶方阵 G = ( 心） 为基 〒， v 2 , …，％ 的度量矩阵. 

命题 2 . 1 «维酉空间 V 内任意一组基 7 ,, 7z ，•••，％的度量矩 
阵 (#,,) 都是可逆的. 

证在 V 内取一组标准正交基 e ,， e 2 ，…，设两组基间的过 
渡矩阵为 

(7i ，？ 2 ， … ， 7") 二 ( £, , e 2 , **• ,£„ )7 . 

那么，有 

7/ ~ ,2 〆 ;？ + …+ t ni t n ， 

— ( Vi ， V 】、 = 广 1彳 I.; + 广2乂2.，+ ••• + t m t n ” 

写成矩阵形式，就是 G = 7 " 咒因而， 

|G| - |7 V T| = \T I \T\ = |7'| - \T\ ^ 0. 

故 C ； 可逆 • _ 

定义设 4 是〃维酉空间 V 内的一个线性变换.如果 V 内一 
个线性变换^满足如下 条件: 对一切有 

( Aa ,/?) = ( a , A * /?) , 

则称为 4 的共轭变换. v ' 

现在在 V 内取一组基 

H ，• 

设其度量矩阵为6= (^).而4与 / T 在这组基下的矩阵分别为 
4=( 叫） ，万 =( 心〉是 a 的共轭变换，它事实上等价于 
iAn) = (fji ,A * 7 >) (i，j = 1 ， 2 ,…，”）. 

具体写出，就是 
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/* i ^ik§kj — g#kj. 

k- I i •，二 1 

写成矩阵形式，就是 

A'G - GB. 

因为度量矩阵 G ’ 是可逆的，所以上式等价于 

B = G l A'G, 

B = C 1 A'G. ( 1 ) 

如果4>是 4 的共轭变换，则 a 满足 （1) 式.反之，若 s 满足 a ) 式， 
就是4的共轭变换.由此 可知: V 内任一线性变换的共轭变换 
都存在而且唯一.如果7,，义，是一组标准正交基，则 c = £， 
(1) 式变成 6 = 1'. 即 A 的共辄变换 A ’ 在标准正交基下的矩阵恰 
为 A 的矩阵4取复共轭以后再转置.因此，一个酉变换 t ； 的共辄 
变换即为其逆变换:\因为在标准正交基下的矩阵为酉 
矩阵，取了复共轭再转 S 时恰为其逆矩阵 X 由此可知，对于酉变 
换，有 LTT =U U = E . 

不难验证有如下关 系式： 

( i ) = E ； 

( ii ) ( A ^)^ A ； 

( iii ) ( AA )* = AA W ； 

( iv ) ( A + B ) =A +B ^ y 

( v ) ( AB )^ =B A \ 

例如，我们证明 （ iii ) 与 ( v ). 

( iii )： 对任意 有 

((AA)a,j3) = A(Aa,/?) = A(«,A* j3) = (a, (AA* )/?). 

由于 AA 的共轭变换存在且唯一，故由上面的等式即可推断 

㈤ 11 = XA \ 

( v )： 对任意有 

aAB)a,J3) - = (a ，（ B*A*)#). 
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因为的 共轭变换存在 且唯一 ，故由上面的等式即可推断 

(A 8 V = BA\ 

定义酉空间 V 内一个线性变换 A 如与其共轭变换可 交换: 
AA ^ =4* 尤则称为一个正规变换. 

根据前面的分析可知，酉变换是一种正规变换. 

下面我们阐述正规变换的几个重要性质. 

命题 2.2 设4是酉空间1/内的一个正规变换，而 A 是 A 的 
一个特征值，其对应特征向量为乞那么， f 是 / T 的属于特征值3的 
特征向量. 

证按假设，有 Af — .于是 
0= ((A - XE)^AA - XE)^) 

= (f,(A - XE)^ {A - XE)$) 

- (f，（A — AE^)(A - AE)$) 

=(f，（A — XE){A 9 - XE)^) 

- "aA - A£)(A ； - A£)? ， e) 

= 一 XE)^AA - 
- ((A* — 如 — JE)0. 

由此即得 d — = 0 .于是=说 . I 

命题 2. 3 设 4 是酉空间 V 内的一个正规变换，则4的属于 
不同特征值的特征向量互相正交. 

证设 A ，" 是4的两个互不相同的特征值，是分別属于 
A ,// 的特征值向量.由命题 2. 2 知: 7= A 7* 于是有 

( A ^，7) - ( A ^ rj ) = (?, A ^) 

=( f ， 户 7 )= 〆 彡， 7 ). 

移项，得 （乂 一 /0( f ，7) = 0. 

因 A — 户尹0,故（芒， 7 ) = 0 . ■ 

下面是关于正规变换的基本定理. 

定理1设 A 是 n 维酉空间 V 内的一个正规变换，则在 F 内 
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存在一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵成对角形/ 

证对 V 的维数《作数学归纳法. 

^- 1 时命题显然成立.设对 n — 1 维酉空间命题成立，证明对 
«维酉空间命题也成立. 

设 A , 是 4 的一个特征值，％是一个对应的特征向量， 1 仏 I = 

1 •命 

M = {a G V"|(7i ， a> = 0}. 

显然， M 是!/ 的一个子 空间. 根据施密特正交化方法，％可以扩充 
成 V 的一组标准正交基 

7 i ，7’2，."，7:. 

显然， M = L ( t / 2 ，“.， 7 !)， 故 dimM ^ n — 1 . 我们证明 M 是 A 和 A * 
的不变子空 间:设 由命题 2 . 2 ,有 

(A« ， 7i ) = 0 ， A*7i) = ) = A(a ， 7i ) = 0. 

于是 AaGM ， 所以 M 是 4 的不变子空间.又因为 OT 广=/ 1 ，故又 
有 

( A , t a f y i )= : ( a f ( A * )*7() = (^^7,) 

二(。，入 t 7 i ) = = 0 . 

于是即 M 也是 f 的不变子空间 . M 关于 V 的内积仍为 
一酉空间 . A 在 M 内的限制的共轭变换恰为 A * 在 M 内的限 
制 A * 与 A " 限制在 Af 内当然还是交换的，因此，/ I 限制在 M 
内仍为正规变换.按归纳假设，在 M 内存在一组标准正交基％， 
…， 7 ”，使 

A 7 , = A, 7 , (/ 2,3 ，〜， w). 

因为 7 ，仏，…，％满足关系式 

( U ) = l ，2，.， w )， 

故它们是 V 的一组标准正交基.在这组基下 4 的矩阵成对 角形： 

A 7，= A, 7 ， (t = 1 ， 2, … ， w). I 

推论设是〃维酉空间 V 内的一个酉变换，则在 V 内存在 
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一组标准正交基，使 C / 在这组基下的矩阵成对角形. 

这是因为 t / 变换是-种正规变换的缘故. 

下面我们再来研究另一类重要的正规变换，它可以看作是欧 
氏空间中的对称变换的自然推广. 

定义 设4是酉空间 V 内一个线性变换，且 / r = A .则称4 
是一个厄米特 ( Hermite ) 变换. 

厄米特变换显然是一个正规变换.所以，前面关于正规变换所 
获得的结果对它都适用.特别地，根据命题 2. 2,如果 A 是厄米特 
变换 A 的任一特征值， f 是其对应的特征向量，则 

— A* ^ — 

因芒关0,故 I 二 A . 因此，有 

命题 2. 4厄米特变换的特征值都是实数. 

综合定理1和命题 2. 4,可以得到关于厄米特变换的如下重 
要 结论： 

定理2设4是 n 维酉空间 K 中的一个厄米特变换，则在 F 
中存在一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵是实对角矩阵. 
在《维酉空间 V 中取一组标准正交基 

7]，7 2 ，”.，7». 

设 A 是 F 内的一个厄米特变换，它在这组基下的矩阵为 A 根据 
前面的 （1) 式可知，在这组基下的矩阵为无，但1 二故必有 
A f =A, 

定义 设 Z 是一个〃阶复方阵.如果则称 Z 是一个 

厄米特矩阵. 

显然，酉空间内一个线性变换4是厄米特变换的充分必要条 
件是 :它在 某一组标准正交基下的矩阵是厄米特矩阵.反之，任一 
厄米特矩阵也可以看作一个酉空间中某个厄米特变换在一组标准 
正交基下的 矩阵. 于是从定理2 可得： 

推论设/是〃阶厄米特矩阵，则存在一个〃阶酉矩阵 U ， 
使 U ] AU = U'AU = D 是一个实对角矩阵. 
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现在把定理 2 及其推论应用到如下的厄米特二次型- 
定义〃 个复变量： r , ，了 2 ，…，；的二次齐次形式 

i - 1 J —1 

称为一个 厄米特二次型 .命 

A = 

称 A 为/的矩阵. 

显然，一个厄米特二次型的矩阵是一个厄米特矩阵.我们可以 

把厄米特二次型用矩阵形式表示 如下： 

f = X f AX . 

定理 3对厄米特二次型 （2 ), 存在一个酉矩阵;7,使在酉线 
性变数替换 X = UY 下它变为如下的标准形 

+ + …+ dnjnyn » 

其中4，心，…， A 均为实数，且除排列次序外，是被/唯一确定 
的. 

证/的矩阵 A 是一个厄米特矩阵.由定理2的推论，存在酉 
矩阵"，使 

L 7, AU ^ D = d K 
为实对角矩阵.令即 x 二 t / y ， 代入 

/= x ! ax = {UfyAiUY) == r ( Wauw 

= Y'DY = d x y ^ y x + 心 2)2 + … + d n y n y n . 

为了证明 4 ，4,…，么的唯一性（差一个次序），我们先指出 
如下事实:如果对一切: Vi ，力，…，: V ,,，有 
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n yt n 

= y ]^ v r ^ = my ， 

;■=- I J~ \ ，- . 1 

则必定 B = D . 这是因为 

(i ) 令 1 •时）代入上式，得 

h ,, =■ d , (/ = 1，2， … ，"）； 

(ii ) 对，令3^ = %= 1， jyr =0(/7^， 々时 ） ，代入上 
式，利用 （ ！ 冲 的结果，消去等式两边相等的项，得 

h, k + b k) = 0. (3) 

又令 y ； = i (此处丨表虚数单位），: y /.= 1 = 时），代入上 

式，两边消去公共因子 i ， 得 

— b jk + b kj = 0. (4) 

把 （3) ， （4) 两式相加，得心=0,代入 （3) 得 b }k = 0. 

综合 （i )与 （ ii ) 得 B =- D . 

现设/经酉线性变数替换 X ^ UY 化为标准形 

/= X'AX -~^ UY Y ! ( U f AU)Y , 

= 十 A %% + … + d n y n y n = TDY . 

则 D = U f AU ^ U ~ x AU . 即 Z ) 与 4 相似.于是 4 ， A ， …， cL 恰为 乂 
的 n 个特征值，因而由/唯一确定（除差一个排列次序外 ). | 

习题二 

1. 对酉空间的共辄变换证明如下关 系式： 

(i ) E * = E ; 

(ii ) ( A # )*-4； 

( iii ) ( A + B ) ^ A *+ B \ 

2. 设 A 是 n 维酉空间 V 内的一个线性变换， M 是 4 的不变 
子空间，证明的正交补 A / i 是^的不变子空间. 

3. 设4是; 2 维酉空间 V 内的一个线性变换.如果存在一个 
复系数多项式 / U )， 使 A = / d )， 证明在 V 内存在一组标准正 
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交基，使 4 在这组基下的矩阵成对角形 • 

4. 设4是 n 维酉空间 V 内的一个线性变换， =— A . 证 
明: A 的非零特征值都是纯虚数. 

5. 设 A 是 〃维 酉空间 V 中的一个厄米特变换，证 明： 对任意 
aeV %( Aa ， a ) 是一个实数. 

6. 设 A 是， z 维酉空间 V 中的一个厄米特变换 • 如果对 V 中 
任一非零向量《都有 

(Aa.a) > 0, 

则称 A 为正定厄米特变换. 证明： 一个厄米特变换 A 正定的充分 

必要条件是其特征值都大于零. 

7. 证明： 任一可逆厄米特变换 A 的平方 f 是正定厄米特变 

换. 

8. 证明 ：任一 可逆线性变换 A 与其共轭变换的乘积 
是正定厄米特变换. 

9. 设4是”维酉空间 V 内的厄米特变换， A ” A 2 ，…，义,是义 
的全部互不相同的特征值， 证明： 

卜八 ㊉ 匕 2 ㊉…㊉ 

10. 设 A 是〃维酉空间 V 内的厄米特变换，1是它的一个是 
重特征值，证明 dimK ^=々. 

11. 设4是《维酉空间中的一个正定厄米特变换，它在标准 


次型称为 正定厄米特型 • 证明： 任一正定厄米特型可用可逆 
线性变数替换 X = 7’ Z 化为 


之1之1十之2之2 




12.设 



361 



其中 / 是正定厄米特二次型.证 明： 存在一个可逆线性变数替换 
x = rz ， 使/变为 

之 〆 丨 + +…+ Z, t Z，, ; 

而 g 变为 


^]2 ： |2：1 + 和 2 心 + …+ d„Z n Z 7l . 


§3满秩对称双线性度量空间 


在§ 1中所定义的酉空间，其内积不是双线性函数.因为只有 
这样，才能保证对任一非零向量 a ， O , a ) 为正实数，因而才能有向 
量长度的概念(但夹角的概念却已经没有了）.这说明 ：对复 数域上 
的线性空间，要保留某些类似于欧氏空间的度 董性质 ，就要破坏内 
积的双线性这一性质.反之，如果保持内积的双线性，那所得的空 
间的度量性质就与欧氏空间有很大的差别.但尽管如此，引进这样 
的度量对研究许多问题仍然是很有用的.本节和下一节就是要研 
究以某些双线性函数作为内积时，空间的一些基本度量性质. 

准欧几里得空间 

我们首先研究比较一般的双线性函数作为内积的实数域上线 
性空间. 

定义设 V 是实数域上的一个 n 维线性空间 ，/( a ， f ) 是 y 上 
一个满秩对称双线性函数.定义 V 内两个向量 a , /?的内积为 

0, 卢） = /(a,/?). 

称具有这种内积的线性空间为准欧几里得空间，简称准欧氏空间. 

准欧氏空间与欧氏空间的区别是 ：欧氏 空间中的内积以正定 
矩阵作为其度量矩阵，而准欧氏空间没有这一要求.因此，准欧氏 
空间是较欧氏空间更为普遍的概念， 

现在我们介绍准欧氏空间的一些基本概念. 
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一、 基的度量矩阵 

在一个》维准欧氏空间内取一组基 

，三 2 , • • • V” 

令 

a tJ = (e, ,e 7 ) (i，j = 1 ， 2 ， … ， n ) ， 

则称/!= (^)是内积 U ，/?) 在基 £ i ，£ 2 ,…，匕下的度量矩阵.度量矩 
阵是一个实对称矩阵.若设 

a JT 1 £ 1 ~I - *** + n^-n ' 

P = J'l £ l + )2 e 2 十…十： VA， 

则 

n n 

{a,P) = ^ v； = X' AY. 

i— 1 广 1 

二、 规范基 

因为内积在任一组基下的矩阵都是实对称矩阵，根据第六章 
§3的定理3,在 V 内可以找到这样的基，…，仏，使 ( a ， P ) 在 
这组基下的度量矩阵为 

. . \ 

-^ • 

參 

、 — 1 „ 

如设 a = x l rj l 4 - x 2 rj 2 + + 工 JU ， 

P = y \ V \ + : y 2 72 + …+ %7«， 

则 

(«»/?) = ^ 1 ^! + *** + — ^V+iJV/w 】一 •••_ x n y n = X'GY. 

( 1 ) 

(a，oO = x\ + 十 — X》+I — …一 xl J 

其中是二次型函数 ( a , a ) 的正惯性指数，是唯一确 定的. 这个二 
次型函数的符号差 2 P — n 称为该准欧氏空间 V 的符号差.而基 
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V '， V 2, …， 1 则称为 K 的一组规 范基. 在规范基下二次型函数 
U ， a ) 成为规范形. 

从 （1) 式可以看到，在准欧氏空间内，一向量 a 与自己的内积 
U ，《) 可能是负数，非零向 M a 与自己的内积 u ， a ) 有可能是零.因 
而，向量的长度和夹角的概念都没有了，但是正交性的概念却保留 
着.这就是说， V 内两个向量 a ，/3 如满足 ( a ，/?) = 0, 则称《与 A 正 
交.由于内积是对称的，所以正交性也具有对称性.要注意的 是:现 
在一个非零向量有可能和自己正交. 

三、准欧氏空间中的正交变换 

定义 设/?是〃维准欧氏空间 V 内的一个线性变换，如果对 
任意心 pey ， 都有 

(/?«，/?/?) = ( a ，/?) ， 

则称/?是一 个正交变换. 

现在在 V 内取一组规范基 

Vi ，7” …， 

设/?在这组基下的矩阵是 R =( r l } ). R 是正交变换，等价于 

{Rrj^RTj^ = (U). (2) 

命 G 为基 I ，％，•••，％的度量矩阵.因 

尺 7,=厂 1 化 + 厂 2,72 + … + r ni rj tl , 

利用规范基下内积表达式 (1) 即知 

' 、 

{ Rrj ^ RTj ^ = ( r 1( r 2( … r n ,)G ^ (i ,j = 1,2* …， 《). 

r ”, 

因而 (2) 式等价于如下矩阵关系式 

R f GR = G . (3) 

由此 即得： 

命题 3.1 n 维准欧氏空间 F 内一个线性变换/?是一个正交 
变换的充分必要条件是 :它在 V 的某一组规范基下的矩阵 i ? 满足 
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(3) 式. 

命表〃维准欧氏空间 v 内全体正交变换所成的集合， 
我们有： 

命题 3 . 2 o ,, ao 有如下 性质： 

(i ) E^OAV); 

( ii ) 若则 R ^ ecMV )； 

( iii ) 若 /? ea ,( v )， 则 /r 可逆，且 / tao . oo . 

证明留给读者作为练习. 

复欧几里得空间 

定义设 V 是复数域 f 上的 n 维线性空间， / U 4) 是 V 内 
一个满秩对称双线性函数.规定^内两个向量 a ，/9 的内积为 

(a ， P) = f(a^). 

称具有这种内积的线性空间 V 为复欧几里得空间，简称复欧氏空 

间. 

下面介绍复欧氏空间的一些基本概念. 

一、 正交性 

设 os /? 是 V 内两个向量.如果 ( a ， /?) = 0,则称 a 与卢正交.因 
为内积是对称的，所以正交性也是对称的.一个非零向量可能和自 
己正交： u ， a ) = 0. 但因为 / U ,/?) 是满秩的，所以，如果一个向量 a 
与 V 内所有向量正交，则 a =0 .这一事实的证明留给读者作为练 
习. 

二、 基的度量矩阵 

设 e ,， e 2 ，…， £„是 V "的一组基，令 

= 0 ,，~) (i，j = 1 ， 2 ，”*，”）. 

称 ( a ,) 为这组基的度量矩阵.显然， G 是复对称矩阵.如设 

a = x^! + + …+ x n e n , 

P = ^i £ i + 3^2 + …+ : yA ， 


则 
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( a ， P ) = Y 二 X f GY . 

\ 厂 i 

三、规范基 

因为 U，/3) 是 i h 线性空间内的满秩对称双线性函数，从第 
六章§ 3的定理2可知，在 V T 内存在一组基％ …， V ”，使 内积在 

这组基下的度量矩阵为单位矩阵即 

( U ) = (4) 

这类基 称为第一类规范基. 如令 

a = 十 A7Z +…+ 工， Jh ， 

# = Vi7i + 力％ + …+ y,JI ”， 

则 

■ (a f j3) = x } y { + 乃力 + …+ x n v„, 

这与欧氏空间中向量内积在标准正交基下的表达式相似，只是要 
注意现在X,，: r 2 , …，；与 _>V，：y2, •_ •，义 一般都是复数，因而 (a，a) 
一般不是实数. 

在复欧氏空间中常用的还有另一类基.我们分两种情况对它 
进行讨论. 

1. dimy = ?z — 2m. 

此时令(命 i 表虚单位） 

€ = - 7 =( 7 , + i 7 , , 4 i ) 

/2 

(J 二 1，2，…， m ). 

芒 n )+\ = — ,4 i ) 

显然， H …，乞与7|，1， …， 7,,等价，所以它也是V的一组基. 
我们来求这组基的度量矩阵.注意 t 和的表达式中仅出现 
•从前面的关系式⑷可知名（同样地，匕- ;|1 )和 安八味， 
« — ）+1) 正交.而对于 

+(7/ 十 i ?" r 1，7;十 k "」 1) 
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=+ 2 i (7 ，，，i 丨，7，） -（ I —，-1._/+1)] 

=[l + 0 — 1] = 0， 

j ( Vj + — U 

= jKVj^VP + '(V” 】…V )、 一 i(7) ， 7' r h i) 

. + d "， U ] =: y[l + 1] = 1， 

. ;+1 = 0, 

所以基芒 I ，匕，…，乞的度量矩阵为 


2. dimy = n = 2^ + 1. 
此时令 

1 

(7; + 冰 


7 Y 


(I 一冰, 


0— = 1,2,-**,^) 


S M +■ 1 — 7«i+i, 

不难验证，基 t ，^2, … ，艺的度量矩阵也是 


在复欧氏空间中，具有上述度量矩阵的基彳1，?2,…，乞称为第 

二类规范基. 
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复欧氏空间中的线性变换 

我们现在讨论复欧氏空间中的几类重要线性变换. 

定义设4 是〃 维复欧氏空间 V 的一个线性变换.如果 V 的 
一个线性变换 t 满足如下 条件: 对一切有 

(权 /?) = (5) 

则称 / r 为 a 的共轭变换. 

现设4 …，匕为 V 的一组基，这组基的度量矩阵记为 G = 

(&). 又设 A 与 / T 在这组基下的矩阵分别为 A = (a ”） 与/^ 
(心) .（5) 式等价于 

(Ae"、） = (£, , A ^ e/) (/, j = 1 ， 2，“.，《). 

此即 

n n 

> i Skj^ki — > j fyik^kj- 

k =1 k ~1 

写成矩阵形式，就是 

A l G = ( ； H. (6) 

G 是满秩复对称矩阵，故有 

B - G l A ! G. 

由此即知 ：复欧 氏空间内任一线性变换的共轭变换都是存在而且 
唯一的.如果取 e M e 2 ，…心为 V 的第一类规范基，则 G = £ ，此时 
B = A f . 

定义 n 维复欧氏空间 V 内一个线性变换 A ， 如果满足= 
A ， 则称为对称 变换; 如果满足 A + 则称为 反对称变换. 

在 V 内任取一组基 q , e 2 ，…，，，设其度量矩阵为从 (6) 式 
即知： • ' 

1. 4是对称变换的充分必要条 件是: 4在^，^，…，&下的矩 
阵 A 满足 

AG - GA. 

当 G = 第一类规范基)时， Z 为对称矩阵； 
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2. A 迠反 付称变换的充分必要条件 足: 4 ft L 下的 
矩陈/丨满足 

‘, VG + GV1 :- 0. 

3 ( r ~-= K 时 .,4 为反对称矩阵. 

定义 设 R 为"维复欧氏空间 V 内的一个线性变换.如果/? 
4逆 .11./? '=/? •则尺称为 V 内的-个正交变换 • 

命题 3.3 〃维复欧氏空间 V 内的•个线性变换/?是正交变 
换的允分必要条件 是：对 一切 ^^ ev \ f.f 

{Ra,Rj3) = (a.;]). 

证 （ ^ ) 必要性•若/?是正交变换，则/? L / r , 于是 
(Ra ， R t 3) 二 (a ， R. (Rfi)) - (a.R ..( 摩）二 (aj). 

( i !) 充分件.在 V 内取-组基 t +•〜，£„.设其度 M 矩阵为 
G =( 心）.义设/?在此组基下的矩阵为 R 二 ( r n \ 因为 

(Re .Re,) (e,,e 7 ) = g n , 

" " 

故有 S = g, r 

i- - 1 /- 1 

写成矩阵形式，就是 

R f GR = G. 

(_; 记满秩的•由上式即知尺可逆 （ 否则 R ' GR 不满秩），于是/?可 
逆.乂因为 

R f G = GR 1 , 

与 （6) 式比较即知 /T =/?、 | 

这个命题的证明过程同时指出，一个线性变换/?是一个正交 
变换的充分必要条件 是：它 在某一组基 F (等价地，在任一组基下） 
的矩阵穴满足关系式 

r'(JR = G, 

其中 G ’ 是该基的度量矩阵. 

下面我们来阐明复欧氏空间内正交变换与反对称变换之间的 
一个重要关系.利用这个关系，可以在一定程度上把正交变换集合 
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的研究转化为反对称变换集合的研究. 

定义 线性空间 V 内-•个线性变换4如果不以-1作为特 

征值•则称为非 异线性变换. 

显然，一个线性变换4是非异的，其充分必要条 件是: £+4 
没有芩特征值，亦即£十4可逆. 

定理4 设 V 是~维复欧氏空间.如栗/?是 V 内 - 个非异 T : 
交变换，则/?可表成 

R = (E - S)(E ^ S ) 1 - (£ + S ) '(E ~ S ). (7) 


其中 S 是一个非异的反对称变换.反之，如果 S 是 V 内一 t 非异 
的反对称变换，则由 （7) 式确定的/?是 i 个非 异正 交变换. 

证在 V 内取一组基设其度 M 矩阵为 
( i ) 如果/?是-个非异正交变换.则 E + R 可逆.令 


S -- (E - /?)(£ + /?) ' 二以 ’ 十尺） (E - R ), (8) 

因为 

2 E - (E + /?) =£ /?, 

两边右乘（石 + /?) 1 ,得 

2 (B 十 /?) 1 --£： .= (£ — R)(E 十 尺） 1 - S . 

于是 £+S = 2 (£+/n 、即 S 是非异的， ffiUi 

£ + /? - 2(£ + S )' 

移项，得 


2 iE + 5) 1 — £ = 2 E(E + 5) 1 - ( E +- S)(E + S ) 1 
= 12 E - (£ 4- S )](£ + S ) 1 - (E - S )(£ + 5) 

再证 S 是一反对称变换.设在基^ F 的矩阵分別为 

R ^ S . 因为及为正交变换，故有 

R'GR - G. (9) 


从 (8) 式可知，有 

(E + R)S - E - R. 


两边取转齊:，得 
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S f (K + R') - K - R'. 





以 （ W 右乘上 式两边，利 W ⑼式，得 

S'GiR ^ E) = G(R - E). 

两边再右乘(尺 + E ) 1 •利用⑻式，即得 

•S 乂； = (_;(R — E)(R + E) 1 =— GS , 

因而故 S 是一反对称变换. 

(ii ) 反之，当 S 是非异反对称变换时，有 

y (; + (;X = 0. 

对由 （7) 式确定的•有 

{E -r- S)R 二： E — S. 

两边转代，得 

R r (K + S'm. 

两边右乘 （ ; * 利用 （ 10 ) 式.有 

R'CriE - S) - G{E +S). 

两边再右乘 ( A +5) 、利用关系式 

R - (E - S)(E + S) 1 , 


即得 


R'GR - G. 


这表明/?是一正交变换，而且 

E + R^= E + (E - S)(E + S) 1 

= (£ + S)(E + S) ! + (£ - S)(E + S) 
- 2(E-\~S) 


故 /? 非异 .■ 


习 



1. 在 . V 中定义内积如 下:设 

a = ，.: r, .x 4 ), /? = (: Yi ， v”_y 3 ，％ ) ， 


则令 


( 10 ) 


( a ,(3) X , V ] + x t y 2 + x ,, y :i + u 4 - 
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证明： 

.(1) 关于上述内积. ， 成一准欧氏空并求其符号差； 

(2) 在.#内取-组基 

£, = (1 •0,0,0)， €, -- (0, 1 .0,0). 

= ( 0 , 0 , 1 . 0 ), ( 0 . 0 . 0 , 1 ), 

求内枳在这组基 r 的度 m 矩阵. 

2. 题1中所定义的准欧氏空间内的£夂变换称为广义洛仑 

兹 （ Lorentz ) 变换.设 C / 是内』个线忭变换•在基 H . e , • r 

(参看题1的 （ 2 )) K 的矩阵为 r . 令 

(1 0 0 0 ' 

•I ! 

i 0 1 0 0 ' 1 

I 二 \ 

|0 0 1 0 

I 

!0 0 0 ' 1 - 

证明： 

(1) p 为广义洛仑兹变换的充分必要条件是： 

vir = /； 

(2) 设 f / 为广义洛仑兹变换•(/=(、）. 证明： 

!".u I > l . 

3. 续上题 . 中一个向量 ( a ，々，々•.，、彳如果满足 

j-j 4 - jj + j --； — ：n < 0 . 

则称为一个类时向量.如果同时又有 x t >0 .则称为正类时向量. 

又, 内一个广义洛仑兹变换 f 如果满 足:〃 则称为一个洛 
仑兹 变换.证明： 一个广义洛仑兹变换 f / 是洛仑兹变换的充分必 
要条 件是: 它把正类时向 M 变为正类时向 it . 

4. 续上题.证明变换 

S(x, .x 2 .x ：i — (-—„r ,， 一 x 2 . — ‘ ； r: ; ， >r 丨） 

是一个洛仑兹变换. 

5. 续上题.行列式为1的洛仑兹变换为正常洛仑兹变换. 

证 明：任 -非正常洛仑兹变换 f 都可以表作 
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u = sv ” 

其中 K 是正常洛仑兹变换. 

6. 设 V 是 n 维复欧氏空间， aeV % 如果对一切 V 都有 
( a ，/?)=0, 证明 a 二 0. 

7. 设 V 是 n 维复欧氏空间.令 

M= {^e V\(a f ^) = 0 }, 

求 dimM . 

8. 设 V 是〃维复欧氏空间，在 V 中找出一个非零子空间 
M ， 使 M 关于 V 的内积不再是一个复欧氏空间. 

9. 设6，匕，…， I ，是《维复欧氏空间 F 的一组第二类规范 
基， 证明： 如果线性变换 A 在这组基下的矩阵成若 当块： 

A 0 1 、 

A 0 

1 ’ 

. V 

则4是一个对称变换. 

10. 证明复欧氏空间内共轭线性变换有如下关 系式： 

(1) E * = E ; (2) ( A*) M 

(3) ( AyA )^ A > A *； (4) (/4 十 W = A *+ B * ; 

(5) 

11. 设 4 是复欧氏空间 7 内的一个对称变换，证明 M 的属 
于不同特征值的特征向量互相正交. 

12. 设 M 是 n 维复欧氏空间 F 的一个子空间，令 
Af 丄 = {o ^ V | ( a ^ m ) — 0?对一切 m G M }, 

问是否 MnMi ={0}? 举例说明之. 

13. 设 A 是 n 维复欧氏空间1/内的一个线性变换， M 是4 
的不变子空间，证 明: 是的不变子空间. 

14. 命 L 表示《维复欧氏空间 V 内全体反对称变换所成的 
集合， 证明： 
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(1) L 关于线性变换的加法和数乘构成复数域上的线性空 
间； 

(2) 求 dimL ; 

(3) 设 证明 — 

§4满秩反对称双线性度量空间 

定义 设 / U ，/5) 是数域 K 上的线性空间 F 上的一个双线性 
函数.如果对一切都有 

/ O ，0) 二一 

则称/(«，#)是一个反对称双线性函数. 

如果V是一个〃维线性空间，那么，反对称双线性函数 
/U，/?) 在任一组基下的矩阵 A 都是反对称 矩阵: = 一儿于是 
有 

|川= M ; | = | —川= ( —1，|川. 

当”是 奇数时，得到|4| = 一|/1|，故|/1|=0.这说明奇数维线性 
空间中的反对称双线性函数不可能是满秩的. 

定义设 V 是复数域 嘗上 n = 2 爪 维线性空间，而 / U ， 幻是 
V上一个满秩反对称双线性函数.定义V内两个向量 a，/? 的内 
积为 


0,夕）=/0，/5)， 

称具有这种内积的线性空间为辛空间. 

我们简单介绍一下辛空间的一些基本概念. 

—、正交性 

若(《，/?) = 0,则称 a 与/?正交.此时 = — O ，/?) = 0,故 

正交性具有对称的性质.显然，现在每个非零向量 a 都与自己正 
交 ：（ a ， a ) = 0. ， 

二、基的度量矩阵 

设 A ，…， L 是 V 的一•组基•令 
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(£,，£)= g h “， j = 1 ，2,…，”）， 

称为这组基的度量矩阵 • 若设 

Ct = X l £ l + x 2 e 2 + …+ n 
/? = 3 M + : y 2 e 2 + …+ : y〆 ”， 

则 

(a ，々 ) 二 2 y^jSu^y ； = X f GY. 

i -I 1 

三、辛基 

命题 4 . 1 设 V 是 n = lm 维辛空间，则在 V 内存在一组基 

7 i ， 72 , …， I ，其度量矩阵为 

A 、 

A 

G = 

. 儿 


其中 Z 


0 1) 
-1 0 / 


这样的基称为第一类辛基 • 

证对 m 作数学归纳法. 

1 时 ，dimV = 2 •在 V 内任取一组基 £ i ， e 2 . 由于内积满秩， 
反对称，故 

(£ l ， S !) = 0， （£ j ，€ 2 ) =走 0， （£2，忘2) = 0， 

令 1 =^= 4 ， 7 2 = ^ e 2 ( /T%k 的任一平方根)即可. * 

设命题对 2 (m — 1 ) 维辛空间成立，证明它对 2 m 维辛空间也 
成立(此处设 m > 2 ). 

在 v 内任取一非零向量^因为内积满秩，必有 e 2 ev ， 使 
( ei ， e 2 ) = # 0 •命 

M = {a G V | («,£,) = 0J ~ 1,2}. 

M 显然为 V 的子空间.，则 

a = + k 2 e 2 . 

0 — ( a，£i ) 二々2 (仨2， A) = ^ > 是2 = 0， 
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0 ~ (a ，。） 二 ^ ] (^i »^ 2 )—^k ] — 0. 

故 MnL( ei ，e 2 ) = {0}. 另一方面 £1 ，6 2 线性无关（因若£ 2 =仏，则 
( 4， £1) = /(£1 ^ 1) = 0 ，与假设矛盾），把它们扩充成1/的一组基 


A ，^，$3， • • • ，仨71. 

设 


a = + x 2 e 2 十 …+ x n e n . 

由于齐次线性方程组 


j (£] ， a) = ， £i) + 工 2 (£! + e 2 ) + . ••+ x n (^，ej 二 0 ， 

|(e 2 ,a) = x ] (e 2 ,e l ) + x 2 (e 2 + e 2 ) 十 … + x n (e 2 ,e n ) = 0 

的系数矩阵秩为2,故 dimM=^ — 2. 于是 

y — Tv (a ， f 2 ) ㊉ a/. 

不难验证， M 关于 V 的内积是一个 2(m — 1) 维辛空间.按归纳假 
设，在 M 内存在一组基7 3 ，1，…，I，使内积在这组基下的度量矩 
阵为 ‘ 

0 1 ' 

— 1 0 0 



— 1 0 ) 


现在再令 


7 】 




e 】 ， 


Vk 


：^2 


则1，？ 2 ,…，％即为所求的基 • I 

推论设V是 n = 2m 维辛空间，则在V内存在一组基$，？ 2 , 
…， 〔，其 度量矩阵为 


/ 0 E\ 

i — E 0 y 

其中£为 m 阶单位矩阵.这种基称为 第二类辛基. 

证设的一组第一类辛基.令 
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(i = 1 ， 2 ,… ，mh 

+ — V2, 

通过计算内积不难验证 U 2 ，… ，氕即为所求的基 .■ 

复欧氏空间一节中所论述的共轭变换、对称、反对称变换和正 
交变换的概念以及有关的命题，都可以平行地推移到辛空间中来. 

定义设4为 n =2 m 维辛空间 V 内的一个线性变换.如果 
F 内一个线性变换满足如下 条件: 对一切有 

(如， /?) = ( a ,4^), 

则称4 11 为 A 的共轭变换. 

在 V 内取一组基 e ^ 2 , •••，€„,设其度量矩阵为 G . A ， A W 在这 
组基下的矩阵分别记为 / U 谷，则不难验证，有 

A'G = GB. 

G ' 可逆，故 

B = G~ ] A f G. 

这说明，对 F 内任一线性变换 A ,其共轭变换存在而且唯一. 
如果 t =1则4称为对称变换 • 

如果 /T = — A ， 则/!称为反对称变换. 

如果可逆，且，则称为辛变换.一个线性变换/? 
是辛变换的充分必要条件是 

(Ra,R/9) = (a,^). 

命题 4 .2在 V 内取一组基 q ， e 2 ，…，匕，设其度量矩阵为 G . 
又设线性变换 A ^ R 在这组基下的矩阵分别为尺，则有 

( i ) >1是对称变换的充分必要条件是 

A!G = GA ； 

( ii ) >1是反对称变换的充分必要条件是 

A. 1 G GA. = 0 ； 

( iii ) W 是辛变换的充分必要条件是 

R f GR = G. 

证明留给读者作为练习. 
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V 内一个线性变换 A 如不以一 1 为特征值，则称为非 异线性 
变换. 此时 石+4 可逆. 

定理5 设 V 是〃 = 2 m 维辛空间.如果/?是 V 内一个非异 
辛变换，则/?可表成 

R = (E — S){E + S)- 1 ^ (E + S)- ] (E - S), (1) 


其中 s 是一个非异的反对称变换.反之，如果 S 是 y 内一个非异 
的反对称变换，则由 a ) 式确定 的及是 一个非异辛变换. 

证明留给读者作为练习. 

设/?为辛空间 v 内一个辛变换，又设 A 々々，仏，…，为 
v 内一组第一类辛基.此时其度量矩阵为 

0 1 ' 

— 1 0 


G = 


0 1 

- 1 . 0 . 

R 在此组基下的矩阵设为 R ， 则有 

R'GR - G. 


一个满足上述条件的〃阶复方阵只称为一个 2 m 阶辛矩阵. 

下面我们来介绍一类重要的辛变换.取定复数 c ， 又设 e 为辛 
空间 V 内一非零向量，定义 V 内线性变换： 

— a + cO ， e)e. 

对任意《，卢 ev ， 我们有 

(Ta,TI3)= (a + c(a ， e)e，/? + c(/? ， e)e) 

=(a ， /9) + r(a,e)(e,y?) + r(^,e)(a,e) 

+ c 2 (a ， e)( 夕， e)(e,e) 

=(a ， 卢）一 cO ， e)(/? ， e) + c(/3,e)(a,e) = (a,/?). 

故 r 为 V 内一个辛变换，这种辛变换称为辛空间 y 的辛平移. 
为了确切地描述辛平移，我们使用记号 

T (c,e)a = a 十 r(a ， e)e 
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来表示辛平移. 

命题 4. 3设 V 为 2 m 维辛空间， e 为 V 内一非零向童，则有 

( i ) 对任意复数有 

T 1 (C 、 ， (Q ， £) = T (yC I ~(- Q ， 0. 

( ii ) 设 /? 为 V 内任一辛变换，那么 

RT(c ， e)R- 1 二 T(c,R(e)). 

( iii ) 设 u 为非零复数，我们有 

T{c ,ae) = T(a 2 c\e), 

证 （ i ) 按辛平移的定义，我们有 

7(t'i ,e)T(c 2 ,e)a — T(c l ，£)<> + c 2 (^,e)£) 

= o - + c l ( a f e)e + c 2 ( a , e)(e + c } ( e ， e ) e ) 

二 « + ( t'l + c 2 ) («,£>£ T ( C ] + c ZJ e ) a . 

( ii ) 同样地，我们有 

RT(c,e)R ^(a) = R(R ' (a) + c(/T 1 (a) ,e)e) 

=a + c(R~ ] (a) y €)R(e) =a + c(a,R(e))R(e) 

= r ( d ( e ))( a ). 

( iii ) 我们有 

T (c,ae)(a) ~ a + da^ae^iae) 

=a a 2 c ( a ^ e)e = T ( a 2 c , e ) < ia ). | 

如果 (《， e )=0, 那么 7 Xc，€)a = a. 特别地，在辛空间中有 U，e) 
= 0,故 rCc ,€)£ = £. 


习题四 

1. 证 明：在 = 维辛空间中存在一组基 

Vi ，！”•••，％， 

使其度量矩阵为 

I 0 1\ 

G = ， 

I 一 I 0 ； 


379 




其中 / 为 W 阶方阵，其形式为 


2. 设 U 为 n = 维辛空间 V 内的一个辛变换，如果/?有 n 
个互不相同的特征值，证明 V 内存在一组第一类辛基，使在此 
组基下的矩阵成对角形. 

(提示:若 /^=义0，/^9=/^，且(0 1 ，^9)#0，则有 fx =\/ X .) 

3. 设 V 为 2 m 维辛空间，证明 F 内两组第一类辛基间的过渡 
矩阵为辛矩阵 • 

4. 设 if 为维辛空间 V 内的一个线性变换，证明下列命题 
互相 等价： 

( i ) 及为 V 内辛 变换； 

( ii ) A 把 V 内的第一类辛基变为第一类 辛基； 

( iii ) If 在 V 的第一类辛基下的矩阵为辛矩阵. 
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习题解答 


第一章 

习题一 


1. (1) 

t 

x x =0^x 2 = 2^x^-= - 

K 

5 4 

『，1 4 — 3 . 

(2) 

1 

x l = —-^x^,x 2 = — 

n 1 
卜？ 5 ， 


: r 3 = 0 ， x 4 = — 1 — ^ 

-r 5 . 

(3) 

无解. 


(4) 

Xi = —8 ， x 2 = 3， x 3 = 

= 6 , x 4 — 0. 

(5) 

3 13 

x^Yj x ^~yj x ^ 

19 20 

x 2 = Yj^3—y/ a：A ' 

(6) 

无解. 


(7) 

Xi = + + 音工 4 ，工 2：= 

17 1 , 5 

: --~ X 4 , X 3 = - g +^4. 

3. (1) 

无； （2) 有； 

(3) 有； （4) 有 • 

5. (1) 

当 A 关 1, 一 2时有唯 一解： 


1 + A 1 _ (1 + A) 2 

Xi Xl ^ X3 _ 2 + a ; 

当 k=l 时有 解:: ^ = x 2 — x 3 ， x 2 ， x 3 任取； 

当 A =-2 时无解. 

(2) 当 a 古 1，6 古 0时有唯一解： 

I — 2 b 1 __ 4厶一 2 ab — 1 

工 1 = 6(1 — a 、 兩 = T， X% = K1 — 

当 a = l ，6=^ ■时有解:— X 3 9 X 2 —2^ X 3 任取； 
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当 (2=1 时无解； 

_办=0时无解. 

(3) 当 a = 时有解.一般 解为： 

X] — — 2+x 3 +x 4 + 5x 5 » x 2 = S — 2 x 3 — 2x a — 6x 5 . 

习题二 

3. /5=6<^ —3» 2 十》 3 十30 4 + 30* 5 (解不唯一）. 



(2) ^=£?1 — a 3 . 

5.(1) 线性 无关； （2) 线性 无关； （3) 线性 相关; 

(4) 线性相关. 

14.(1) 为一个极大线性无关部分组，秩 = 2. 

(2) &，《 2 ，《 3 为一个极大线性无关部分组，秩 = 3. 

(3) 力，《 3 为一个极大线性无关部分组，秩 = 2. 

习题三 

1. (1) 4； (2) 3； (3) 2； (4) 3； (5) 5. 

2. (1) a 2 ，《 3 ， a 4 为一个极大线性无关部分组，秩 = 3. 

(2) 力，力，七为一个极大线性无关部分组，秩 = 3. 

5. 秩 = «• 

习題四 

1. (1) 7】=(1，一2，1，0,0)， 1 = (1，一2,0，1，0)， 

1 = (5, 一 6,0,0，1). 

(2) 71 = (18,36,24,39,9). 

(3) 71 = (一1，一1，1，2,0)，72=(1，0,0,5,4). 

(4) 仅有零解. 

(5) 7 丨 =(0，1,2，1). 
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(6) % = (0，1，1，0,0)， Vt = (0^1 ^0»1?0) j 

7 3 =( 1 ，一 5 , 0 , 0 , 3 ). 

习题五 

1. (1) 匕=丨县，士， 0,0,0 ; 

\ 3 6 / 

73 =( 2 , 5 , 0 , 0 , 6 ). 

7 = 7 0 +^ l 7 l +^272+^373* 

(2) / o ^ 音，-如 +， 0 j ;7! = (-2，-7，-5,6). 

7 j == y <}~\~ k ^ i ， 

第二章 

习题一 


3- (2) 
(4) 

( 6 ) 

(7) 

(8) 


13 一 2\ 


U 



(3) 





' cosn^ — sinw^?' 
i sinn<p cos 呼 

2 3 -r 

— 2 -3 1 

— 2 — 3 1, 


(5) (0). 


axyX 1 ^ratiy 1 -Ylanxy-^lb^x-Vlbiy^rc. 

当； 2 = 2 々时 为： 当 W = + 1 时为: 




0 

0 

O ' 


1 

-1 

—1 

-1 

4 a 

0 

1 

0 

0 

; 4 A 

—1 

1 

-1 

-1 

—1 

0 

0 

1 

0 


-1 

-1 

1 


‘0 

0 

0 

1 > 


--1 

—1 

-1 

L 
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(9) 


A” nX n - ] 


n(n—l) 、 ” 一 2 、 


A ” 


0 

0 


5. / ⑷ 


X n 

0 

5 1 

8 0 


nX n ~ 

X n 


3 


2 1 - 


6 . 


Xu 

0 

0 


^ 12 -^U 

I12 

0 x u J 


，其中 


工 I 】 >工12 » -^13 


为任意数 


习题 



1 

0 

o' 


1 1 

— 2 

• a) 

-2 

l 

0 

.(2) Q= 

0 1 

0 


、 1 

0 

1. 


0 0 

1, 


a 0 、 

0丄 
a 

V ✓ 


1 fl—1 

， 1 O' 

1 1 -i| 


[i 


f l o' 





a 



,0 1 , 

a h 

:0 1 〗 


0 1 , 


1 —a h 


习 



3. (1) 

( 2 ) 


(3) 


\ —c aj 


A~ l = 


0 1 

0 1 

— 3 2 
1 -4 

1 —5 




-1 

-3 
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— 1 



(4) A' 1 


(5) A~ l 


⑹ 


(7) /r 1 


(8) A" 1 


(9) A— 1 


(10) A— 


22 

-6 

— 26 

17 

—17 

5 

20 

—13 

一 1 

0 

2 

—1 

4 

—1 

— 5 

3 



—1 
—1 


’ - 

— 7 


5 

12 

-19' 


3 


-2 

-5 

8 


41 

一 

-30 

-69 

111 

、— 

-59 


43 

99 - 

-159. 

1 

— 

3 

11 

-38 、 


0 


1 

-2 

7 


0 


0 

1 

— 2 


.0 


0 

0 

1- 


f 

2 

— 

1 

0 

0] 


— 3 2 0 0 

— 5 7 — 3 — 4 • 


2 

-1 

-7 




— 7 20 

5 —10 


3 

3 




16 

-8 

4 

— 2 

1 

0 

16 

— 8 

4 

— 2 

0 

0 

16 

— 8 

4 

0 

0 

0 

16 

— 8 

0 

0 

0 

0 

16 
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(1) X 


f 2 

0 


23 


( 2 ) 






11 

1 

4 


3 6 
-3 0 
6 0 


(3) 




f-2 2 8 1 


4 

4 


5 8 


U)X 


1 

—1 

—1 

0 

0 

… 0 

0 

0 

0 、 

1 

1 

—1 

—1 

0 

• •• o 

0 

0 

0 

0 

• 

1 

• 

1 

• 

—1 

—1 

• 

… 0 

• 

0 

• 

0 

• 

0 

« 

• 

• 

0 

• 

0 

_ 

0 

• 

0 

• 

0 

• 

…0 

« 

1 

• 

1 

_ 

-1 

.0 

0 

0 

0 

0 

… 0 

0 

1 

2 . 


nXn 


5. 


A' 


0 0 

ar 1 0 

0 a 2 

舞 • 

• 4 

• • 

0 0 


0 a 


-i 

n 


习 


0 0 

0 0 

• • 

• t 

• • 

a n ： l t 0 

四 


1. (2) 写成分块 形成: 


A ' 

3 

•Af 、 

A 2 

— 

A 





其中 


A 



— 3 

1 

O ' 

1 1 






，為 =(2) — 

0 

— 3 

1 

0 1. 






. o 

0 

-3. 
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(3) 写成分块 形式： 

A } 0 l 5 [ A \ 0 ' 

= = 0 , 

10 a 2 ) 10 

其中 

0 1 0 0 O ' 

0 10] 0 0 10 0 

0 0 1 , A 2 = 0 0 0 1 0 . 

0 0 0 0 0 0 0 1 

\ / 

.0 0 0 0 0. 

2. 写成分块 形式： 

'為 o i " 1 f ^ r 1 o 、 

_ 0 A z \ [ 0 d 

其中 

1 1 -ll [ 2 2 3' 

A ,= 2 1 0 , A 2 = 1—10. 

,1 -1 0 ] [-1 2 1 , 

f 0 C-M 

3. X 一 1 = . 

U … o J 

f A ~ ] 0 } 

4 D x = 

第三章 

习题一 

7. (1) ~6； (2) 25； (3) ~483; (4) 0； 

(5) 24； (6) j . 

8. (1) —2( x 3 + y ); (2) x 2 y 2 ； (3) 0； (4) 48； 


(5) 160. 
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习題 


8 . 


A 


9.(1) A 


(2) ^ 


(3) A 


-2 0 2 
0 0 1 

-6 2 5. 

0 1 1 

0 1-2 

— 3 2 —1 

-1 4 

—1 5 


A 一 1 




0 

0 

3 


3 


.1 —6 —4 j 


A 




一 1 


fl 0 -1 


0 


0 


0] 

0 


0 0-1 


10 0 


0 


A -1 = A 


16. (1) 4 = 1 ， x 2 = l 兩 = l ， x 4 = l. 

(2) 4 = 1， x 2 = 2，： r 3 = —1， x 4 = —2. 


1 一 2 . 

2 一 1, 

— 4 — 3 

— 5 — 3 

6 4. 


习题三 

1. #(23145) = 2,偶 排列； 

N (985467321) = 31， 奇 排列； 

#(375149) = 6,偶 排列； 

N(nin — 1 ) (w — 2) … 321) = ~~~ ^ ，当 w = + 1 时 

为偶排列，当 n = # + 2, 4 々 + 3 时为奇 排列； 

7 V ((2 n + l )(2 n —1) …531) = ^^!!，当 n = 4k,Ak + 3 

时为偶排列，当”=伙+ 1，从+ 2时为奇 排列. 

6. x 3 系数为一 1，/系数为 2. 
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第四章 

习题一 


1. MUW ={— 1，3,2，1，0,7,9，一 3}. 

— 1，0,2}. 

3. Mf \ N =0. 

4. Mf]N = M . 

8.(1) 是； （2) 是； （3) 是； (4) 否； （5) 是; 
(6) 否； （7) 是. 

习題二 


1. (1) 线性无关，秩 = 2. 

(2) 线性相关，秩 = 2. 

(3) 线性无关，秩 = 2. 

(4) 线性无关，秩 = 2. 

(5) 线性无关，秩=仏 

3. (1) 线性相关，秩 =1. 

(2) 线性相关，秩 =2. 

(3) 线性相关，秩 = 2. 

4. dim ^( cej ) — 2； l，w 为一组基， 

6.(1) 数域 K 上全体对称矩阵组成^ til 维线性空间.瓦, 

( Z = l ，2 , …， nhA + A ' GCj ) 为其一组基(其中 
为1行 J 列处为1，其余元素为零的 n 阶方阵). 

(2) 数域 K 上全体主对角线元素之和为零的 W 阶方阵组 
成 n 2 — 1 维线性空间， £ n — £,,(^2,3,…， 

j ) 为其一 组基. 

(3) 该线性空间维数为1，任一不等于1的正实数都可作 
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为它的一组基. 

(4) 该线性空间维数为3,五，儿 A 为一组基. 

7. (1) /?=—€!+ - y £2-——£4. 

4 4 4 4 

(2) /?= 2ei +e 2 — 3e 3 + 2e 4 * 

9. •过渡矩阵： T 的第々+ 1列（々= 0，1，2,…， m —1) 是（自上 
而 下）： 

(— i)v ， （一 1 )*-' d- ] a k ~\ (- iy- 2 ci~ 2 ,a k -\ 

— c !<2， i ， o , …， o . 

10. (1) 过渡矩阵 

2 0 5 6' 

13 3 6 

T = • 

-112 1 

. 1 0 1 3， 

卢 = 工171+工 2 7+工373+工474，其中 



» 


工 2 二 

»- 

皆 I 6 ” 

工3 = 


- |a’ 

工 4 = 

一合 — }〜 + 

皆〜+ ㈣ 、. 


(2) 过渡矩阵 

10 0 1 ' 

110 1 

T = 

0 111 
.0 0 10. 



\J I kJ 

I 3 £i + Is " 2 - 


13 






13 


e 


4* 
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(3) 过渡矩阵 


7 2-11 


— 1 2 3 

3 0 - 1 ' 

- 1 0 一 1. 

27, - 音72 + 4? 3 — 音么. 

11 . $=(—a 9 ~a,—a^a) (a^O). 



习题三 

4. (3) dimC (/ l ) ，£„ (/ = 1，2，… ， n ) 为一'组基. 

5- dimC (乂 ）= 5. 它的一组基为 


' 1 

0 

0、 


‘0 

1 

0、 


0 

0 

0、 


0 

0 

0 


0 

0 

0 

争 

1 

0 

0 


.— 3 

0 

0, 


.9 

0 

3, 


1 

0 

0, 



0 0 0 
0 0 0 


13 1 1 J 

6. 该子空间维数为 4. 

10. (1) 3维，《 2 ，《 3 ，仏为一 组基； 

( 2 ) 2维，％，为一组基 • 

11. 2维，它的一组 基为： 

7 t = (— 1,24,9,0), % = (2, 一 21,0,9). 

12. (1) 和的维数= 3; 为一 组基； 

交的维数=1; 4^- a , 为一组基. 

(2) 和的维数= 4; %，七，/?!，/3 2 为一组基； 

交的维数 = 0. 

(3) 和的维数= 4; A ， a 2 ， a 3 ，0 2 为一 组基； 

交的维数=1;成为一组基- 


第五章 


习题一 

1. (1) 当时不是； （2) 当 时不是; 

(3) 不是； （4) 是； （5) 是； （6) 是； 
(7) 不是； （8) 是. 

习题二 


1. Ae ! = (1 ， 一 2，2,0)， Ae 2 =(0，一 1，0,3)， 

Ae 3 — ( 一 1，0,2,3)， Ae 4 = ( 一 2，一1，一 1，3). 


2 . ( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(5) 

(7) 
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3. (2) 


' 0 

—c b 

O' 

一 b 

a — d 

0 

b 

c 

0 

d — a 

——c 

- 0 

c —b 

0, 


4. A. 



a 33 

a 32 

a z\ 


£Z n 

kd\2 

a n 

5. (1) 

a 22 

a ll 

a l\ 

； (2) 

a 2\ 

T 

a 22 

^23 

T 


. a i3 

a \l 



.“31 


^33 , 


(3) 


a u + a 12 

a 2i + a 22 — a u — a l2 

^31 ~H^32 


a 12 

^22 — ^12 
a 32 


a i3 

^23 一 a i3 
a 33 


8 . 


9. (1) 


2 

- 

— 3 

3 

2 、 

2 


4 

10 

10 

I 


"T 

y 

T 

8 


16 

40 

40 

*3 



y 

y 

0 


i 

-7 

— 8. 


〆 

i 

2 

4 



0 

2 

1 



0 

1 

1 



1 

-3 

-3 



^4 

4 

-2 


1 

2 

12 

—1 

i - 

T | 

2 

— 6 

10 



.0 

14 

— 5 


0 


— 81 
-6 
14 


-12J 


393 




r 9 3 3 ' 

^22 


[ 9 3 3 1 

2 2 

10. (1) 

, 3 3 

1 Y Y 

• (2) 

, 3 3 

1 T T 


1 丄」 

l 1 2 2 > 


1 5 

i -- 

l 2 2 J 


习题三 

5 . ⑴ A!=7 ， V Xi =L(£i +e 2 ); 

A 2 — —2 ， V x 2 = Li — 4e 1 + 5e 2 ). 

(2) 当 a 关 0 时 : A 〗 =ai ， y^-LC^+i ^)； 

A 2 = —oi, Vx 2 ^= L{e x +\e 2 ). 

(3) A]=2 ，V =L( —2£] + e 2 )； 

A 2 = 1 + = ( — 3^1 + € 2 H~ (^/~3~ — 2)£3 )； 

A 3 = 1 — ， Va 2 — />( — 3£! H-£ 2 — ( \^"^~ + 2)e 3 ). 

(4) A^l, ^^=^(£ 2 ^ 1 +£ 3 ); 

^2 ~ — 1 ， — £ 3 ). 

(5) A, = 0, =L( —3e!+e 2 — 2 £山 

A 2 = /Hi, 

V\ 2 = 2 */T4i)£i + 13e 2 十 （2 — 3 v^l4i )€ 3 )； 

A 3 — v^T^i ， 

匕广 L((3— 2 /!^)£】十 13e 2 + (2 + 3/I^i)e 3 ). 

(6) A] = 1 , V x x =L(3ei — 6e 2 + 20e 3 ) ； 

^ 2 = —2， V ^ 2 = / v (€；)). 

(7) A] =2, V A] =L(e ] +€ 2 ,e l +e^e , + £ a )； 

久 2 = — 2 ， V"a 2 = /v(—£ i+e 2 +£3 + £i )• 
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习题四 


8 . ( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


9. (1) 


—1 

-2 

\ 

0 

- 1 

， 1 

2 0 、 


—1 

-2 

0 ' 

0 

一 1 

0 


0 

2 0 


0 

一 1 

0 

1 

2 

1 , 


.-2 

— 2 - 1 ； 


. 1 

2 

1 , 


1 0 O' 

0 2 0 

,0 0 - 1 , 


0 8 01 

- 1 

'3 0 8' 


8 0、 

1 6 0 


3 —1 6 


1 6 0 

0 —4 1, 


、一2 0 —5, 


、0 -4 1. 


一1 0 0 

0 —1 1 

0 0-1 


2 5 0、 

-1 

4 5—2、 


' 1 5 0' 

-2 —3 1 


-2 -2 1 


— 2 —3 1 

— 2 — 1 0, 


、一1 -1 


— 2 -1 0, 


1 1 0 
0 1 1 

.0 0 1 , 


做变数替换 



=[ 1 1 1 



'九 

U — 2 + /y. 


1^2. 


方程组 化作： 

- (3 + / T ) 之〗， 

ax 

< 

竽 = — 

t ajr 
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(2) 作变数替换 


方程组 化作: 


8. (2) A 

(3) A = 

9. (2) A = 

(3) 


' 1 

1 

—1一11 


之 1 

^2 

=1 

1 

1-11 


之 2 



. 0 4 1, 




_ 

dx — Z ” 
dz 2 

石 =— 之 2 , 


第 

/、 

章 


习 

题 

— 


-4 — 

14 

15 

6、 

15 - 

-2 

-2 

— 7 

-12 — 

10 

1 

14 

3 

4 

—15 

-2, 


— 

-9 

一 

-29 

11 

35 

25 


-3 

69 

—11 


1 


123 

-3 

—11 

— 

-5 


一 1 

-1 

— 9 

1 

0 

0 

0、 



0 

0 

1 

0 



0 

1 

0 

0 

• 


.0 

0 

0 

L 
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过渡矩阵 



0 


cn 


T 


0 0 1 1 

0 0 1-1 

11 - 1 0 0 


/( 儿乃） 的矩 阵为： 

f2 a o 


A 


0 2 0 
0 0 2 
10 0 0 




01 

0 

0 

2 


(4) 秩二 4. 



1 

0 

0 

O' 


^ 5 

2 

10 

14' 

12. (2) A = 

0 

1 

0 

0 

.(3)= 

2 

10 

11 

19 

0 

0 

1 

0 


10 

11 

37 

47 


.0 

0 

0 



、14 

19 

47 

64. 


(5) a=(0,0 ， l,l). 


习题 


r-i 




2 . ( 1 ) 


2 0 -21 

3 0 1 

0 0 0 

1-2 1 0 2 
f {cc ， a) — — Xi + Ax x xz — 4x]X 4 — 3:r! + 2x 2 x 4 + 2x\. 

0 0 01 


( 2 ) 


0—1 0 0 
0 0—10 


/O’a) =x\ — x\~x\. 


10 0 0 0 
3. (1) /(a,/?) =x x y x +x ] y 2 -\-x 2 y ] x 2 y 2 J rx 2 y^-\-x 2 y 2 

十工 3% 十 A % 十 

( 2 ) f{a j p)^=\[_x l y2-\-x- [ y^+x x y^ J rx z y l +x 2 y z J rx2y A 
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+ u] +^3V-+^'33 , 4+^'4Vl +^43 , 2+X 4 ^ ； i]. 

4.(1) — 4_yf + 4j^ + _34. (2)' V? + V 2 ; 

(3) y 2 \—yl; (4) 8 vT + 2yj — 2yl — 8^4 ; 

(5) 6^i — yi ― 2y\^yi ; (6) v? + ^y\^ 2,yl ; 

(7) : y? +¥ 十 — 2j 4 2 ; 

( 8 ) yi^yl + yl — yl^ - Vyln-\~y\n ; 

(9) 当 w = + l 时 : y\—yl J ryi~yl^ - \~ylk -1 ^y\k ; 

当 ” 二 2 々时： _y?—¥+ ： v! — 3^ + … 十 3 ^-1 — ： v4. 

习题三 

( 2 ) 十： I+W; 

(4) z]^zU 
(2) z \~ z\^zl ； 

(4) z\~\~z\. 

习题四 

1. (1) 是； （ 2) 不是； （ 3) 是； （ 4) 是 . 

2 . ( 1 ) - 4 <^< 0 ； ( 2 ) / 取任何值二次型均非正定 • 

0 


1. (1) zl ^ rz \-\~ z \ 

( 3 ) +^ 2+^3 

2 . ( 1 ) z'i-\~z 2 2^zl 

( 3 ) z]~~zl ; 


第七章 

习题一 
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V 2 = (£] — 2e 2 + 2e 4 — e 5 ) ， 

/To 

73^4r(£i+ £ 2+e 3 —e 5 ). 


11. r / x = _ ：( Q ,1 ， 1，0,0) ， 

/2 


14. (1) 


17.T 


/To 


( — 2，1，一 1，2,0)， 


/315 


(7, 一 6,6,13, 5). 


(2) 7i 


7i= i w 卜 

I 4 -1 _2 _ 3 _| 

72= l 7^ ， /30 ， /30 ， /30 i ， 

_( -36 39 42 33 

/ 5670 ? / 5670 ’ /567Q f 75670 


■^=，^=， 0 ，十， 

v6 Vo f 
-2 _J_3 I 

-2 2 -3 2 

v^T v / 2l ， /21 ? /2l 


■J 6 


0 


1 

v ^6" 

1 

VT 


yr 


/y 


/T 




/y 


i /T 

v^y 6 
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(5) T = 


1 


/y 




2 


/T 

1 


0 


/3 


/y 


/y 


6 . ( 1 ) 


( 2 ) 


v 6 

0 0 z 

2 1 

:V 】一 y% —y ： y” 

+ 去3^+音: y ” 
^+音^-音^. 

标准 形：一 M + 234 + 5^. 

2 /~^r I 2 V 5 1 

Xi = — V 5 3，^ - -^— y 2 — ^ y s 


X , 


工 2 = i：yi 


x- 


工 2 


X 




15 

7 T 


^2 + -^^ 3 ' 


( 3 ) 


Bmm ： 2y l ] +2yl-7yl 

1 :)2 + 


1 


X 


X, 


X- 


x t 


V 2 


/y 


^2 


/T 

1 

7 r 


^4 


^4 




)1 + 

1 

, - ， 

/2 

: yi — 

1 

> — ^3- 

y 2 


/2 

标准形 : yi + yl ~~ y 3 ~ y 2 4 - 
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+ 如 


">'3 — 


.夕2一~^)3—- 


， 3 = 7) 1 一 Y) 2 + 7 力 一 Y^ 4 

、’ 4 = Y yi+ \ y2+ \ y ^ Y yi， 

标准形 : *y? —3 ： y 〗一 jv 〗 + 7：yL 
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